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Análisis  de Supervivencia

El análisis de supervivencia es un área estadística aplicada en la que la variable de estudio es el tiempo que transcurre hasta que se produce un determinada suceso.

El tiempo que transcurre hasta que se produce un determinado evento de interes se reconoce como dato de supervivencia
El evento de interés puede ser del area de la medicina como la respuesta a un tratamiento, una recaída, la aparición de un síntoma o la muerte y puede ser también del área de la ingeniería , en este caso el suceso seria la falla de un componente, la ruptura de una pieza o una falla en un componente electrónico
Es posible que algunas  unidades se  vayan incorporando al estudio a lo largo del periodo de observación, por lo que las últimos en incorporarse serán observadas durante un periodo de tiempo menor que las que entraron al principio y por lo tanto la probabilidad de que ocurra el evento de interes  es menor y al final del estudio habrá unidades en las cuales no ocurre el evento de interés.
 Tambien puede ocurrir que algún equipo, individuo o paciente abandone el estudio
 antes de que ocurra el evento de interés, registrándose sólo información parcial (censurada)sobre la variable de interés, el análisis de supervivencia incorpora esta información parcial que proporcionan los equipos censurados mediante métodos especiales desarrollados para ese fin, en las otras áreas de la estadística esta información parcial es ignorada. 
Los métodos estadísticos en el análisis de supervivencia son similares a los que se utilizan en otras áreas donde no se presentan datos censurados, como: el análisis descriptivo, la comparación de poblaciones y los modelos de regresión.

Pero se presentan dos dificultades importantes que restringen la aplicación de estos métodos estadísticos para estudiar esta variable:

1. En la mayoría de los  casos, el tiempo hasta que ocurre  el evento de interés (tiempo de falla)a no presenta una distribución normal, generalmente esta variable se ajusta a una distribución asimétrica.
2. Una segunda dificultad que justifica un método  especifico para tratar estas variables es que para lograr realizar todas las observaciones se tiene que realizar el estudio durante un período bastante largo, en el cual suelen ocurrir pérdidas, que imposibilitan la observación de algunos eventos y como la observación de los eventos no comienza en el mismo instante para todos las unidades se registra información parcial (censurada)sobre la variable de interés
LA  CENSURA

Los tipos de censura más comunes en el análisis de supervivencia  son:
1. Censura tipo I. En muchos estudios se debe determinar un tiempo máximo de observación para que ocurra la falla en los equipos, por lo que aquellos a los cuales aún no les ha ocurrido la falla al concluir el periodo de observación representan una censura.

2. Censura tipo II.  En este caso se decide prolongar el periodo de observación hasta que ocurran k fallas de n posibles (k<n), registrando este último valor de falla para el resto de los individuos(censuras) que no observó.

3. Censura aleatoria. En este tipo de censura no se tiene ningún control sobre la misma, las censuras pueden ocurrir porque el equipo es desincorporado, falla por una causa no considerada en el estudio o  permanece activo  al término del mismo.

Estos tres tipos de censura son clasificados como censura por la derecha, cuya característica es que el tiempo de censura observado es menor que el tiempo de falla.

Distribución del variable tiempo de falla. 

La variable tiempo de falla es una variable aleatoria continua y no negativa, cuya función de probabilidad puede especificarse de varias maneras, la primera es la función densidad de probabilidad f(t), y relacionadas con ella, la función de supervivencia S(t) y la función de riesgo h(t).
 La función densidad de probabilidad

La función densidad de probabilidad f(t) para una variable continua se define como una función que permite calcular la probabilidad de que la variable tome valores en un intervalo a través de la fórmula:
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La grafica presenta una función densidad de Fallas
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 La función de supervivencia 

La función de supervivencia S(t) se define como:
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 Por lo tanto, la función de supervivencia da la probabilidad complementaria de la habitual función de distribución acumulativa

 F(t) = P(T t),      es decir   S(t) = 1 - F(t).
La función de supervivencia para una variable discreta es
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La función de supervivencia da, por lo tanto, para cada valor ti de T, la probabilidad de que la variable T sea mayor o igual que ti.
La grafica presenta una función de Supervivencia
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La función de riesgo 

La probabilidad para la variable tiempo de espera se puede expresar  por medio de la función de riesgo h(t) que es la función de densidad de probabilidad de T, condicionada a que T  t.  la función de riesgo de un equipo a los 2 años es la densidad de probabilidad de que el equipo falle  a los 2 años, dado  que el equipo no ha fallado  hasta entonces, se puede expresar como:
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La grafica presenta una función de Riesgo
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La función de riesgo acumulada

 A veces se usa también la función de riesgo acumulada H(t), más difícil de interpretar, que se define como
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               y  que verifica:  H(t) = -ln(S(t))

Las funciones de riesgo y riesgo acumulado para una variable discreta son:
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La grafica presenta la función de riesgo acumulada
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Estas cuatro funciones están relacionadas; si se conoce una cualquiera de ellas, se pueden obtener las demás.
A pesar de que el tiempo de falla  es una variable continua, sólo se tienen   registros de valores discretos del mismo, en la practica los datos observados en estas  experiencias son una serie de valores discretos, conviene, por lo tanto, definir las funciones anteriores considerando la variable tiempo como discreta. 

Estimación de la función de Supervivencia.

En los estudios de supervivencia el análisis de los datos puede ser realizado utilizando técnicas estadísticas paramétricas y técnicas no paramétricas:

Paramétricas: Distribución Exponencial,de Weibull., Lognormal, Valores Extremos de Gumbell, Regresión lineal y Anova.
No paramétricas: Kaplan-Meier, Logrank  y  Regresión de Cox. 

Los métodos estadísticos más utilizados son los no paramétricos, las curvas de supervivencia por lo general se construyen usando uno de dos métodos: el análisis actuarial o el método del límite de producto de Kaplan-Meier.
Método de Kaplan-Meier 

El método Kaplan- Meier es un procedimiento  para estimar la función de riesgo y de  supervivencia para datas completas o censuradas sin asumir una función de distribución de probabilidades para los tiempos de falla, Kaplan-Meier es un método no paramétrico, pues no asume a priori para los tiempos de falla ninguna función de probabilidad.  y es de máxima verosimilitud, pues  se basa en maximizar la función de verosimilitud de la muestra.

El método K-M utiliza una función de supervivencia no-paramétrica para un grupo de pacientes (probabilidad de supervivencia después del momento t )  y por tanto no hace ninguna asunción sobre la distribución de supervivencia. 

El objetivo de la metodología de Kaplan-Meier es estimar la probabilidad de supervivencia de un grupo de pacientes en un intervalo de tiempo definido

En un estudio de supervivencia, la metodología de Kaplan-Meier  se usa  para estimar la probabilidad de supervivencia en un periodo de tiempo determinado.

Sea S (t) la función de supervivencia de una determinada población, es decir, la probabilidad de que uno de sus integrantes viva más allá de un tiempo t. Para una muestra de esta población de tamaño N, sean
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los tiempos que discurren hasta la muerte todos ellos. Entonces, para cada ti, se define:

· di, el número de muertes en el momento ti  y

· ni, el número de sujetos en riesgo justo antes de ti.

·  De no haber censura, ni es el número de supervivientes inmediatamente antes del momento ti.

·  Con censura ni, es el número de supervivientes menos el número de casos censurados: sólo se observan los sujetos vivos que no se han caído del estudio en el momento en que ocurre una muerte.

El estimador de Kaplan–Meier de S (t)  es el producto
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El sombrero sobre S  significa que es un estimado,  [image: image17.png]S(t)



es un estimador no paramétrico de máxima verosimilitud de S (t).

Formulación alternativa

Existe una definición alternativa, que difiere de la anterior sólo en los momentos de las muertes. Una es continua por la derecha y otra lo es por la izquierda.

Sea T la variable aleatoria que mide el tiempo de muerte y F (t) su función de distribución. Entonces
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Por lo tanto, la versión continua por la derecha es preferible: la hace coherente con la definición habitual de F (t).

El método Kaplan-Meir es conocido también como el método del producto límite  y la característica distintiva del método es que la proporción acumulada que sobrevive se calcula para el tiempo de supervivencia individual de cada equipo y no se agrupan los tiempos de supervivencia en intervalos, por esta razón es especialmente útil para estudios que utilizan un número pequeño de unidades.

El método K-M calcula la supervivencia cada vez que un equipo falla, y da proporciones exactas de supervivencia debido a que utiliza tiempos de supervivencia exactos; el análisis actuarial da aproximaciones, debido a que agrupa los tiempos de supervivencia  en intervalos.

 El método de Kaplan-Meier incorpora la idea del tiempo al que ocurren los eventos, la validez de este método descansa en dos suposiciones:

1. Las unidades  que se retiran del estudio tienen un destino parecido a las que quedan. 

2. El período de tiempo durante el cual una unidad entra en el estudio no tiene efecto independiente en la respuesta

El método de Kaplan-Meier se utiliza cuando la muestra es menor de 30 o para  muestras mayores de 30 si se conocen los tiempos individuales de los censurados y no censurados.

Una Expresión Modificada  para el método  K-M
El K-M  Modificado viene dado por la formula:  
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El estimador de Kaplan–Meier tiene diversas aplicaciones. 

1. En medicina se usa para medir la fracción de pacientes todavía vivos tiempo después de un tratamiento. 

2. En economía para medir el tiempo que pasa la gente en el paro después de perder su empleo. 

3. En ingeniería para estimar el tiempo hasta el fallo en una máquina.

4. En los estudios clínicos para  determinar si dos curvas de Kaplan-Meier (por ejemplo, las correspondientes a dos cohortes de pacientes que han sido sometidos a tratamientos distintos) son o no significativamente distintas
Método de Kaplan-Meier 
Estimación de la función de Supervivencia.
El método   Kaplan- Meier es un procedimiento  para estimar la función de riesgo y de  supervivencia para datas completas o censuradas sin asumir una función de distribución de probabilidades para los tiempos de falla.

Kaplan-Meier es un método no paramétrico, ya que no asume a priori ninguna función de probabilidad para los tiempos de falla y es un método máximo versimil, pues  el procedimiento maximiza la función de verosimilitud de la muestra.
Para determinar las funciones de supervivencia y de riesgo se toma una muestra aleatoria de tamaño n  formada por k (k  n) tiempos t1 < t2 < …< tk   en los cuales  se observan eventos, en cada tiempo ti  existen ni unidades en riesgo, unidades de la  muestra para los que el evento puede ocurrir  y  se observan di eventos,  en el intervalo [ti, ti+1) se producen mi pérdidas, la función de verosimilitud para toda la muestra es:
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Esta función se construye asumiendo que el evento ocurre en un tiempo mayor que el tiempo en que se observa la pérdida, maximizando esta función se encuentra el estimador de la función de riesgo 
El método Kaplan-Meir es conocido también como el método del producto límite  y la característica distintiva del método es que la proporción acumulada que sobrevive se calcula para el tiempo de supervivencia individual de cada equipo y no se agrupan los tiempos de supervivencia en intervalos, por esta razón es especialmente útil para estudios que utilizan un número pequeño de unidades.
El método K-M calcula la supervivencia cada vez que un equipo falla, y da proporciones exactas de supervivencia debido a que utiliza tiempos de supervivencia exactos; el análisis actuarial da aproximaciones, debido a que agrupa los tiempos de supervivencia  en intervalos.
 El método de Kaplan-Meier incorpora la idea del tiempo al que ocurren los eventos, la validez de este método descansa en dos suposiciones:

Las unidades  que se retiran del estudio tienen un destino parecido a las que quedan. 
El período de tiempo durante el cual una unidad entra en el estudio no tiene efecto independiente en la respuesta
El método de Kaplan-Meier se utiliza cuando la muestra es menor de 30 o para  muestras mayores de 30 si se conocen los tiempos individuales de los censurados y no censurados.
Una Expresión General para el método  K-M

Una expresion General para  la confiabilidad para el método  K-M puede escribirse de la siguiente forma:
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El sombrero sobre R  significa que es un estimado y  S  es el conjunto de los valores de J tal que tj corresponda a un tiempo de falla.

F(ti) = 1 - R(ti)

Para la ultima falla el K-M estimado es R(tr) = 0  y  F(tr) = 1. 

El K-M  Modificado viene dado por la formula:  
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EJEMPLO 1

  El método K-M para estudiar la recaída  de un  grupo de Pacientes

El comportamiento  de 20 pacientes a los cuales se le esta haciendo un estudio de re                                                                                         caída en una enfermedad  fue el  siguiente:

11 pacientes recayeron a los 6, 8, 10, 11, 12, 13, 13, 22, 32, 34, 36 meses. 

8 pacientes  se retiraron sin llegar al final del estudio, sin haber recaído en la enfermedad a los  3, 7, 7, 11, 14, 16, 20, 20 meses.
Un paciente fue desincorporado del estudio a los 11 meses y se retiró del estudio sin haber recaído en la enfermedad
Se construye una tabla de vida para determinar la proporción acumulativa que sobreviven hasta el tiempo t, o tasa de supervivencia acumulativa, de la siguiente forma:

1. Se hace una lista con todos los tiempos de supervivencia, censurada o no censurada, en orden de menor a mayor, se coloca un signo positivo al lado de cada observación censurada, cuando se presenten  observaciones censuradas y no censuradas que tienen el mismo tiempo de supervivencia, se debe colocar la observación no censurada primero.
2. Una vez ordenados de menor a mayor los datos, se enumeran las observaciones. 

3. Se coloca el número de orden (rango) de las observaciones no censuradas 
4. Se calcula la proporción de pacientes que sobrevive a cada intervalo n-r / n-r-1  donde n es el tamaño de la muestra y r el rango no censurado            con lo que se calcula la probabilidad de supervivencia para cada tiempo.

5. Se calcula el estimador de la proporción acumulativa que sobrevive, la probabilidad de no recaer por un cierto período de tiempo (hasta el instante t) desde el principio del estudio, es el producto de la probabilidad acumulada de no recaer  hasta el período del tiempo anterior a t, (t-1), multiplicado por la probabilidad de                                                                               que este sano  en el intervalo (t-1; t).
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La probabilidad de supervivencia puede representarse gráficamente como se muestra en la siguiente grafica de Supervivencia. 

Tablas de Vida  
Esta tabla muestra información relativa a cada grupo de datos. Aquí se muestra el número total de observaciones tabuladas, el número de fracasos, el número de abandonos o censurados y la proporción de observaciones censuradas.

                                                                  Proporción

Grupo      Total  Fracasado   Abandono    Abandono

-------------------------------------------------------------------

1                    20          13          7             0,3500

-------------------------------------------------------------------

Total              20          13          7             0,3500

Estimaciones Límite-Producto (Kaplan-Meier)

La a tabla muestra las probabilidades de supervivencia estimadas basada en los datos en Tiempo falla. 

 Cada fila de la tabla representa un solo valor, mostrados en orden creciente.  Si el valor de los datos representa un fracaso o muerte, la columna de estado Indica FRACASO. 
 Si el valor representa una observación censurada, la columna de estado indica ABANDONO.
 El número a riesgo es el número de observaciones que han sobrevivido hasta cada valor de los datos. 
Para cada único tiempo de fallo, los datos muestran la probabilidad de supervivencia estimada, el error estándar de la estimación, y la función de riesgo estimada

         Número a      Supervivencia  Error          Riesgo
Fila   Tiempo    Estado   Riesgo        Acumulada  Estándar      Acumulado

	1      3,0           FRACASO        19            0,9500         0,0487         0,0513

	2      6,0           ABANDONO    18

	3      7,0           FRACASO        17

	4      7,0           FRACASO        16            0,8444         0,0826         0,1691

	5      8,0           FRACASO        15            0,7917         0,0928         0,2336

	6      10,0         FRACASO        14            0,7389         0,1005         0,3026

	7      11,0         FRACASO        13

	8      11,0         FRACASO        12            0,6333         0,1104         0,4568

	9      11,0         ABANDONO    11

	10     12,0        ABANDONO   10

	11     13,0        FRACASO         9

	12     13,0        FRACASO         8             0,5067         0,1193         0,6799

	13     14,0        ABANDONO     7

	14     16,0        ABANDONO     6

	15     20,0        ABANDONO     5

	16     20,0        ABANDONO     4

	17     22,0        FRACASO         3             0,3800         0,1415         0,9676

	18     32,0        FRACASO         2             0,2533         0,1400         1,3730

	19     34,0        FRACASO         1             0,1267         0,1137         2,0662

	20     36,0        FRACASO         0             0,0000         0,0000


Tiempo medio de supervivencia = 20,3533   Error estándar = 3,06247
	
	Se presentan las curvas de supervivencia, del logaritmo de la supervivencia y la curva 
del logaritmo del logaritmo de la supervivencia acumulada
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Se presentan las graficas  de la función de Supervivencia, la función del Log de Supervivencia y la función de riesgo Acumulada
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Se presentan las graficas  de la función de Supervivencia, la función de riesgo Acumulada y la función de Razón de Riesgos para la data de Tiempos Completa,                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 Tiempos con Censura y Tiempos Censurados
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EJEMPLO 2

METODO KAPLAN-MEIR A DOS TRATAMIENTOS

Estimaciones con  Producto Limite Kaplan-Meier

La tabla presenta  los tiempos de supervivencia, en meses, de un conjunto de pacientes que participaron en el ensayo de un nuevo medicamento.  

Los pacientes  están en dos grupos, A y B, dependiendo de si han recibido terapia, o no, con anterioridad a su entrada al estudio.
A: 1.25, 1.41, 4.98, 5.25, 5.38, 6.92, 8.89, 10.98, 11.18, 13.11, 13.21, 16.33, 19.77, 21.08, 21.84*, 22.07, 31.38*, 32.62*, 37.18*, 42.92.75

B: 1.05, 2.92, 3.61, 4.20, 4.49, 6.72, 7.31, 9.08, 9.11, 14.49*, 16.85, 18.82*, 26.59*,30.26*, 41.34*.
1. Calcule el estimador de Kaplan-Meier de la función de supervivencia para cada grupo
2. Determine la  diferencia en la probabilidad de sobrevivir un año entre los dos tipos de pacientes.

3. Estime la media del tiempo de vida en el grupo A y la mediana en el B.

4. Estime la probabilidad de que un individuo del grupo A sobreviva más de 5 meses y calcule un intervalo de confianza para ese valor.
5. Represente las estimaciones de la función de riesgo acumulado H (t) en cada grupo. 
6. Use los  gráficos para examinar y comparar las dos distribuciones de vida.
Resumen del Análisis

La tabla muestra las probabilidades de supervivencia estimadas basada en los datos del tiempo de falla  
Cada fila de la tabla representa un solo valor, mostrados en orden creciente.
Si el valor de los datos representa un fracaso o muerte, la columna de estado indica FRACASO. 
Si el valor representa una observación censurada, la columna de estado indica ABANDONO.  
El número a  Riesgo es el número de observaciones que han sobrevivido hasta cada valor de los datos.
Para cada único tiempo de fallo, los datos muestran la probabilidad de supervivencia estimada, el error estándar de la estimación, y la función de riesgo estimada

TRATAMIENTO = A                   
                                         Número a      Supervivencia         Error          Riesgo

Fila   Tiempo        Estado         Riesgo        Acumulada      Estándar       Acumulado

----------------------------------------------------------------------------------------------

1      125,0         FRACASO        19            0,9500         0,0487         0,0513

2      141,0         FRACASO        18            0,9000         0,0671         0,1054

3      498,0         FRACASO        17            0,8500         0,0798         0,1625

----------------------------------------------------------------------------------------------

Tiempo medio de supervivencia = 1861,2   Error estándar = 345,934

TRATAMIENTO = B                   
                                               Número a      Supervivencia  Error          Riesgo

Fila   Tiempo        Estado         Riesgo        Acumulada      Estándar       Acumulado

21     105,0         FRACASO        14            0,9333         0,0644         0,0690

22     292,0         FRACASO        13            0,8667         0,0878         0,1431

23     361,0         FRACASO        12            0,8000         0,1033         0,2231

24     420,0         FRACASO        11            0,7333         0,1142         0,3102

25     449,0         FRACASO        10            0,6667         0,1217         0,4055

----------------------------------------------------------------------------------------------

Tiempo medio de supervivencia = 1780,95   Error estándar = 433,378
Se presentan las graficas  de la función de Supervivencia, la función del Log de Supervivencia y la función de riesgo Acumulada para los tratamientos A y B.
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[image: image33.emf]TIEMPO A riesgoEventosCensuradasRiesgo acumuladoDesviación típica Lím inferior (95%) Lím superior (95%) Supervive acum

3 19 1 0 0,053 0,053 -0,051 0,156 0,949

6 18 0 1 0,053 0,053 -0,051 0,156 0,949

7 17 2 0 0,17 0,098 -0,023 0,363 0,843

8 15 0 1 0,17 0,098 -0,023 0,363 0,843

10 14 0 1 0,17 0,098 -0,023 0,363 0,843

11 13 2 1 0,324 0,147 0,037 0,612 0,723

12 10 0 1 0,324 0,147 0,037 0,612 0,723

13 9 0 1 0,324 0,147 0,037 0,612 0,723

14 8 0 1 0,324 0,147 0,037 0,612 0,723

16 7 1 0 0,467 0,205 0,066 0,868 0,627

20 6 2 0 0,8 0,312 0,188 1,412 0,449

22 4 0 1 0,8 0,312 0,188 1,412 0,449

32 3 1 0 1,134 0,457 0,238 2,029 0,322

34 2 1 0 1,634 0,677 0,306 2,961 0,195

36 1 1 0 2,634 1,208 0,267 5,001 0,072


Método actuarial
EL método de la tabla de mortalidad se conoce como  el método de análisis actuarial, en este método los tiempos de supervivencia se agrupan en intervalos cuya  longitud depende solamente de la frecuencia con que ocurre el suceso de interés.
Los intervalos no necesitan ser de la misma longitud  y este método asume que:

1. Las desincorporaciones y las pérdidas se distribuyen homogéneamente en el intervalo, el número de unidades a riesgo de fallar  en un intervalo es igual al número de equipos  que esta operando  menos la mitad del número unidades que se  retira en el intervalo. 
2. Las unidades  que se desincorporan  del estudio tienen un destino parecido a las unidades que se quedan. 

3. El período durante el cual una unidad entra en el estudio no tiene efecto independiente en la respuesta. 

Determinación de la Supervivencia con el Método Actuarial. 

El método actuarial para estimar S(t) consiste en obtener una función escalonada, continua por la derecha, con saltos en aquellas abscisas xi correspondientes a los extremos de los intervalos donde se producen sucesos.
La supervivencia se calcula mediante la siguiente fórmula recursiva:

S( ti)  = ( ri – mi / ri ) S( ti-1 )

Para cada instante ti  la supervivencia se calcula como la supervivencia en el instante anterior multiplicada por la tasa de supervivencia en ese instante.

En el numerador el número de unidades r que continuaban en el estudio en ese instante  menos el número de unidades m que fallan en ese intervalo y en el denominador el número de unidades r que continuaban en el estudio en el instante anterior.

Del estudio salen aquellas unidades que fallan y aquellas que son desincorporadas (censuradas)  por cualquier causa distinta a la de la falla.
Los valores de la curva de supervivencia sólo hay que calcularlos para aquellos momentos en los que se produce algún suceso, ya que en el resto de casos el numerador y el denominador coinciden y por tanto el cociente vale 1 y la supervivencia es igual que en el instante anterior, no cambia.

El tiempo mediano de vida se define como aquel instante  tm en el que se espera que la mitad de los individuos hayan fallado, es decir, S(tm) = 1/2.

Para determinar la grafica de supervivencia con el método actuarial se construye la tabla de vida y para  ello, se procede a crear las siguientes columnas:

1. La Columna 1: para los intervalos de tiempo desde el inicio del estudio, la amplitud de los intervalos puede ser variable.
2. La Columna 2: Para el número  de unidades  que están funcionando en cada intervalo, es el número que entra en cada intervalo. El número de unidades  que entra en el primer intervalo es el número total que entra en el estudio, el número que entra en otros intervalos es el número que estaba presente al principio del intervalo previo menos aquéllos que se desincorporaron, retiraron o fallaron en el intervalo anterior.

3. La Columna 3: Para el número de equipos que fallan  en cada intervalo.
4. La Columna 4: Para el número de equipos desincorporados del estudio.
5. La Columna 5: Para la probabilidad condicional de que el equipo falle  durante el intervalo, el estimador de la probabilidad condicional de falla durante cualquier intervalo dada la exposición al riesgo de fallar se calcula como:
           q  = d/(n-(w/2))       donde
           d = fallas  o eventos durante el intervalo. 

           n = funcionando s al inicio del intervalo. 

           w = desincorporado del estudio.
6. La Columna 6: Para la probabilidad de sobrevivir sin fallar y es igual a: 1-probabilidad condicional de fallar  durante el intervalo.

7. La Columna 7: Para la probabilidad acumulada de sobrevivir sin fallar, esta probabilidad  es un estimador de la tasa de supervivencia acumuladas es la probabilidad condicional de sobrevivir sin fallar durante los intervalos previos, el valor del primer intervalo es siempre de 1.
	Método Actuarial para calcular la Curva de Supervivencia
	
	
	

	Columna 1
	Columna 2
	Columna 3
	Columna 4
	Columna 5
	Columna 6
	Columna 7

	Intervalos de tiempo
	Funcionando al inicio del intervalo
	Numero de equipos fallan en intervalo (d)
	Equipo desincorporado del estudio (w)
	Probabilidad de que el equipo falle
	Probabilidad de estar libre del evento
	Probabilidad acumulada de supervivencia

	0-5
	949
	731
	18
	q = d / (n-[w/2])
	pi = 1 - q
	s = pi · pi-1

	05-10
	200
	52
	16
	731/(949-[18/2])= 0,77
	0,23
	0,23

	10-15
	132
	14
	75
	52 / (200-[16/2]) = 0,27
	0,73
	0,17 = 0,23 · 0,73

	15-20
	43
	10
	33
	14 / (132-[75/2]) )=0,15
	0,85
	0,14 = 0,17 · 0,85


La información que proporciona la curva de supervivencia es mucho más fiable que las tasas individuales que se usan para calcularla, se pueden producir en ésta grandes saltos o grandes zonas planas, cuya explicación puede ser complicada.

Se presenta un ejemplo de una tabla con los datos numéricos de una curva de supervivencia, se trata de una curva que presenta intervalos de tiempo largos en los que no aparece ningún suceso                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
Con el fin de determinar la precisión de la estimación se calcula un intervalo de confianza a partir del error estándar

 En la figura siguiente vemos representadas la curva de Supervivencia y la curva de supervivencia con las bandas de confianza para el 95 %.

La tabla de vida

Una técnica para resumir la mortalidad y la sobrevivencia

Una tabla de vida es una representación tabular de la esperanza de vida y la probabilidad de morir en cada edad de una población dada, de acuerdo con las tasas de mortalidad por edad  predominantes. Esta técnica descriptiva utilizada en el análisis de la mortalidad considera los años vividos por los individuos de una población antes de su muerte.
Se denomina tabla de mortalidad o, más comúnmente, tabla de vida y se utiliza en salud pública para medir la mortalidad y la sobrevivencia, en estudios demográficos, actuariales, para estudiar la longevidad, la fertilidad, las migraciones, el crecimiento de la población y para estimar la proporción de equipos supervivientes
El cuadro de esperanza de vida da una idea completa y organizada de la mortalidad de una población
.Las tablas de vida se caracterizan por finalizar con la muerte de todos los sujetos y la diferencia fundamental entre tablas la constituye la velocidad con que se alcanza ese final.
 La tabla de vida puede calcularse para el total de la población o para un subgrupo de población específico, se genera a partir de las tasas de mortalidad específicas por edad y los valores resultantes se usan para medir la mortalidad, la sobrevivencia y la esperanza de vida, siendo este último el indicador proveniente de la tabla más utilizado. 
Se ha establecido dos formas para la tabla de vida: la de cohorte y la actuarial.

 La tabla de cohorte consiste en el seguimiento longitudinal de una población desde un evento determinante  hasta su completa extinción o bien cuando se decide concluir el período de observación.

La tabla de cohorte se usa en el análisis de sobrevivencia de los ensayos clínicos, que se realizan sobre muestras de población más pequeñas y durante un tiempo más corto. 

La tabla actuarial aporta una visión transversal de las experiencias de mortalidad y sobrevivencia a todas las edades de una población durante un corto período de tiempo, habitualmente un año. 

Las tablas de vida se utilizan para estudiar el impacto de una causa o grupo de causas de muerte mediante las llamadas tablas de vida con eliminación de causa. 

Se construye  una tabla con todas las defunciones y otra eliminando la causa o causas de interés, al compararlas se observará el impacto que las muertes eliminadas tienen en
Tablas de Vida por Intervalos
EJEMPLO
Se presenta un ejemplo de una tabla con los datos numéricos de una tabla de vida,la tabla muestra las probabilidades de supervivencia estimadas dentro de 34 intervalos para un total de 66 observaciones. 
Resumen del Análisis

La tabla muestra las probabilidades de supervivencia estimadas dentro de 34 intervalos para un total de 66 observaciones. 
Aquí se muestra cuantas observaciones están expuestas a riesgo al comienzo de cada intervalo, cuantas fallas hubo antes del final del intervalo y cuantos abandonos (censurados) hubo durante el intervalo. 
 La columna Supervivencia Acumulada muestra la probabilidad estimada de que una o                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           observación sobreviva al menos durante el comienzo del intervalo.  
La columna Riesgo es la función de riesgo estimada (tasa de falla instantánea) por encima de cada intervalo. 
 La Densidad muestra una estimación de la función de densidad de la distribución de vida correspondiente.
Entre paréntesis se muestran los Errores estándar para cada una de las tres funciones.

Tabla de Vida

             Número de           Número          Número            Supervivencia

Intervalo       Fracasos    Abandonos   a Riesgo    Acumulada    Riesgo       Densidad

0,0-50,0        1           5           65,5       1,000000     0,000308     0,000305     

                                                  (0,000000)   (0,000308)   (0,000303)    

50,0-100,0      0           6           59,0       0,984733     0,000000     0,000000     

                                                  (0,015150)   (0,000000)   (0,000000)    

100,0-150,0     1           1           55,5       0,984733     0,000364     0,000355     

                                                  (0,015150)   (0,000364)   (0,000352)    

150,0-200,0     4           6           51,0       0,966990     0,001633     0,001517     

                                                  (0,023032)   (0,000816)   (0,000729)    

200,0-250,0     1           2           43,0       0,891148     0,000471     0,000414     

                                                  (0,042140)   (0,000471)   (0,000410)    

250,0-300,0     1           1           40,5       0,870423     0,000500     0,000430     

                                                  (0,045974)   (0,000500)   (0,000425)    

300,0-350,0     1           2           38,0       0,848931     0,000533     0,000447     

                                                  (0,049609)   (0,000533)   (0,000442)    

350,0-400,0     4           2           35,0       0,826591     0,002424     0,001889     

                                                  (0,053096)   (0,001210)   (0,000897)    

400,0-450,0     0           0           30,0       0,732123     0,000000     0,000000     

                                                  (0,064712)   (0,000000)   (0,000000)    

450,0-500,0     4           3           28,5       0,732123     0,003019     0,002055     

                                                  (0,064712)   (0,001505)   (0,000970)    

500,0-550,0     2           1           22,5       0,629369     0,001860     0,001119     

                                                  (0,073238)   (0,001314)   (0,000766)    

550,0-600,0     2           0           20,0       0,573425     0,002105     0,001147     

                                                  (0,076671)   (0,001487)   (0,000784)    

600,0-650,0     1           0           18,0       0,516083     0,001143     0,000573     

                                                  (0,079001)   (0,001142)   (0,000564)    

650,0-700,0     2           1           16,5       0,487412     0,002581     0,001182     

                                                  (0,079645)   (0,001821)   (0,000807)    

700,0-750,0     1           0           14,0       0,428331     0,001481     0,000612     

                                                  (0,080203)   (0,001480)   (0,000601)    

750,0-800,0     0           0           13,0       0,397736     0,000000     0,000000     

                                                  (0,080097)   (0,000000)   (0,000000)    

800,0-850,0     3           0           13,0       0,397736     0,005217     0,001836     

                                                  (0,080097)   (0,002987)   (0,001000)    

850,0-900,0     0           1           9,5        0,305951     0,000000     0,000000     

                                                  (0,077177)   (0,000000)   (0,000000)    

900,0-950,0     0           0           9,0        0,305951     0,000000     0,000000     

                                                  (0,077177)   (0,000000)   (0,000000)    

950,0-1000,0    0           1           8,5        0,305951     0,000000     0,000000     

                                                  (0,077177)   (0,000000)   (0,000000)    

1000,0-1050,0   1           0           8,0        0,305951     0,002667     0,000765     

                                                  (0,077177)   (0,002661)   (0,000741)    

1050,0-1100,0   0           1           6,5        0,267707     0,000000     0,000000     

                                                  (0,076420)   (0,000000)   (0,000000)    

1100,0-1150,0   0           2           5,0        0,267707     0,000000     0,000000     

                                                  (0,076420)   (0,000000)   (0,000000)    

1150,0-1200,0   1           0           4,0        0,267707     0,005714     0,001339     

                                                  (0,076420)   (0,005656)   (0,001221)    

1200,0-1250,0   0           0           3,0        0,200780     0,000000     0,000000     

                                                  (0,081513)   (0,000000)   (0,000000)    

1250,0-1300,0   0           0           3,0        0,200780     0,000000     0,000000     

                                                  (0,081513)   (0,000000)   (0,000000)    

1300,0-1350,0   1           0           3,0        0,200780     0,008000     0,001339     

                                                  (0,081513)   (0,007838)   (0,001221)    

1350,0-1400,0   0           0           2,0        0,133854     0,000000     0,000000     

                                                  (0,077066)   (0,000000)   (0,000000)    

1400,0-1450,0   0           0           2,0        0,133854     0,000000     0,000000     

                                                  (0,077066)   (0,000000)   (0,000000)    

1450,0-1500,0   0           0           2,0        0,133854     0,000000     0,000000     

                                                  (0,077066)   (0,000000)   (0,000000)    

1500,0-1550,0   1           0           2,0        0,133854     0,013333     0,001339     

                                                  (0,077066)   (0,012571)   (0,001221)    

Total           33          35          

La grafica presenta la función de Densidad de Fallas
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La grafica muestra las probabilidades de supervivencia estimadas dentro de 34 intervalos para un total de 66 observaciones. 
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La grafica presenta la funcion del logaritmo de la supervivencia
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La grafica presenta la función de Riesgo acumulado
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La grafica presenta la función de Riesgo
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ANALISIS DE  SUPERVIVENCIA

PRÁCTICA NUMERO  UNO

1-. Al realizar  un estudio de Supervivencia a un conjunto  de 30 pacientes se obtuvo el siguiente resultado:

•
22 pacientes del conjunto estudiado murieron en  los meses:6 8 11 12 14 14 15 15 20 22 22 24 25 26 28 30 30 32 33 33 34 35 36.

•
5  pacientes fueron retirados vivos  en los meses:15 17 22 23 30.

•
3 pacientes fueron desincorporados del estudio a los meses:22 25 32.

Use  el  Método Kaplan-Meir y  determine:

1.
La Tabla de Vida 

2.
La curva de Supervivencia

3.
La curva de Riesgo

4.
Las curvas de Riesgo  Acumulado y Supervivencia Acumulada.

5.
Una curva con los intervalos de confianza de la Supervivencia

6.
La grafica del Logaritmo del Tiempo de Supervivencia

7.
Una grafica de la Razón de Riesgos

8.
La probabilidad de que un paciente sobreviva menos de 30 meses.

2. Este ejercicio tiene el propósito de elaborar el ajuste de  datos censurados, una vez ajustados los datos, se determinara  la vida media de los individuos y la  tasa de supervivencia y  su función de supervivencia.

Con la función de supervivencia se evaluara la probabilidad de que un individuo sobreviva más allá de un determinado tiempo.

Caso

Ajustar un estimador Kaplan Meier y un modelo Weibull para los datos de Edad de jubilación de una muestra de trabajadores obtenida del anuario estadístico de la empresa  para el año 2011

1.
Represente esquemáticamente el estimador K-M para este caso. 

2.
Calcule la media para ambos grupos (activos e inactivos).

3.
Determine  la probabilidad de que un trabajador se jubile antes de los 55 años estando inactivo.

4.
Determine  la probabilidad de que un trabajador se jubile después de los 60 años estando activo.

5.
Realice el análisis Weibull. 

6.
Suponiendo que la data se ajusta con Weibull. Halle la probabilidad de que un trabajador se jubile antes de los 55 años estando inactivo

7.
Suponiendo que la data se ajusta con Weibull. Halle la probabilidad de que un trabajador se jubile después de los 55 años estando activo.

8.
Discuta si el análisis Weibull presenta alguna dificultadas para estudiar este caso.

DATA

EDAD
55
61
52
59
55
51
58
53
49
46
47
58
57
46
54
47
58
54
52
48

CENSURA
1
1
1
1
1
0
1
1
0
1
1
1
0
1
0
0
1
1
1
0

EDAD
56
57
40
45
45
41
43
48
58
52
53
58
46
53
57
56
42
55
53
47

CENSURA
1
1
1
1
0
1
1
1
1
1
1
1
0
1
1
1
1
1
1
1

3. Los datos de la tabla A son los tiempos de vida, en meses, de un grupo de

121 pacientes con cáncer de mama, que fueron tratadas durante el periodo 1929-38.

a. Calcule el estimador KM de la función de supervivencia.

b. Estime las probabilidades de sobrevivir un año y cinco años y calcula la varianza de estas estimaciones.

c- Agrupe los datos en intervalos de un año de longitud y construye una tabla

de vida clínica.

d. Compare las estimaciones de la probabilidad de sobrevivir un año y cinco años calculados con los datos agrupados, con las obtenidas en la curva de supervivencia.

DATA

0.3
0.3*
4.0*
5.0
5.6
6.2
6.3
6.6
6.8
7.4*
7.5

8.4
8.4
10.3
11.0
11.8
12.2
12.3
13.5
14.4
14.4
14.8

15.5*
15.7
16.2
16.3
16.5
16.8
17.2
17.3
17.5
17.9
19.8

20.4
20.9
21.0
21.0
21.1
23.0
23.4*
23.6
24.0
24.0
27.9

28.2
29.1
30
31
31
32
35
35
37*
37*
37*

42
43*
43*
43*
44
45*
45*
46*
46*
47*
48

49*
51
51
51*
52
54
55*
56
57*
58*
59*

60
60*
60*
61*
62*
65*
65*
67*
67*
68*
69*

78
80
83*
88*
89
90
93*
96*
103*
105*
109*

109*
111*
115*
117*
125*
126
127*
129*
129*
139*
154*
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                               Supervivencia  Paramétrica

· Modelos paramétricos usados en los estudios de supervivencia
· Descripción de los modelos: exponencial, Weibull y log-normal
· Métodos de selección: representaciones gráficas y bondad de ajuste. 
· Ajuste de datas a la distribución Weibull, a la distribución exponencial y a la distribución lognormal
· Estimadores de los parámetros e Intervalos de confianza. 
· Contrastes de hipótesis. Comparaciones entre métodos parámetricos y no paramétricos

Un modelo de distribución de vida que se utiliza frecuentemente en el desarrollo de modelos de confiabilidad y supervivencia es la distribución Weibull.

La distribución Weibull se utiliza frecuentemente en el desarrollo de modelos de confiabilidad y supervivencia 
Esta distribución permite  una gran  flexibilidad para modelos de varios tipos de comportamiento del riesgo y la supervivencia, ella es de fácil manejo algebraico y  como toda  distribución de dos parámetros puede  describir con eficacia  muchas situaciones 

   La distribución Weibull es una distribución de valores extremos y si  consideramos que un evento de interés puede ocurrir debido a alguna de varias causas posibles, el primer suceso de falla que ocurra (tiempo mínimo hasta su aparición) determina la falla, por lo tanto, el tiempo de falla es el valor mínimo de un conjunto, y debe ser representado utilizando una distribución de la clase de distribuciones de valores extremos, la distribución Weibull tiene una interpretación física muy verosímil.

La función de Weibull está definida por:
f(t)  =  t)         = cte  > 0

 Obsérvese que para =1 esta función es la exponencial, es decir la función exponencial es una particularización de la función más general de Weibull.
Usando las relaciones entre las tres funciones las funciones de supervivencia y riesgo para  esta variable son:       
   S(t)  = e-(t)yh (t)  = (t)
es decir, el riesgo es creciente a lo largo del tiempo para  > 1  (por ejemplo, materiales con fatiga), constante para  = 1 (materiales sin fatiga) y decreciente para  < 1. 
Al tomar  dos veces el logaritmo de la función de supervivencia obtenemos:

ln[S(t)] = -(t)   
ln(-ln(S(t))]  = ln(t)  +ln( A+Bln( ))

y calculando el logaritmo de la función de riesgo
ln[h(t)] =  ln()  + (ln( + (ln(t) –   + Bln(t)

La relación entre el logaritmo del logaritmo cambiado de signo de la Supervivencia con el logaritmo del tiempo y el logaritmo del riesgo con el logaritmo del tiempo son lineales.
La constante  es llamada el parámetro de escala, ya que las escalas de la variable t, y la constante  se llama el parámetro de forma, porque determina la forma del tipo de función.
Cuando la variable t en la definición anterior se sustituye por  donde es un tercer parámetro, utilizado para definir un adecuado punto cero.)
 Si  es mayor a 1 la tasa aumenta con la t, mientras que si  es menor que 1, la tasa disminuye con la t.
 Si  = 1 es la tasa constante, en cuyo caso la distribución de Weibull es igual a la distribución exponencial.
Las formas de la tasa de fallas para la distribución  Weibull  se ilustran en la siguiente figura:
[image: image40.png](B Rty





Test  para ajuste a una distribución  Weibull

Bondad de Ajuste para la data: Tiempo de Fallas

                              Chi-Square Test

----------------------------------------------------------------------------

               Inferior   Superior  Observada      Esperada

               Limite         Limite  Frequen      Frequen     Chisquare

----------------------------------------------------------------------------

por debajo de 0,6           37             41,62    0,51

                      0,6           1,6            38         33,50          0,61

                      1,6           2,6            15         14,08          0,06

Sobre             2,6                            10         10,80          0,06

----------------------------------------------------------------------------

Chi-Square = 1,23689 con 1 d.f.   P-Value = 0,26607

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DPLUS    =  0,0296608

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DMINUS = 0,0543234

Estadística Estimada de  Kolmogorov GLOBAL  = 0,0543234

P-Value   Aproximado                                            = 0,929449

  Esta tabla presenta el resultado de correr el test de Bondad de Ajuste para determinar si  la data :Tiempo de Fallas  sigue una distribución de Weibull. 

El Test Chi -Cuadrado reparte la data en varios intervalos y compara el número de observaciones con el número de observaciones esperadas si la distribución de la data fuese  una distribución Weibull.

El Test Kolmogorov-Smirnov la máxima distancia entre la distribución acumulada de 

Tiempos  de Fallas y la CDF de la distribución teórica de Weibull...En este caso, la máxima distancia  es  0,0543234.

 El menor valor de  P-value es  0,26607. Por ser el  P-value mayor  o igual a  0.10,  no podemos rechazar la hipótesis de que  Tiempos de Fallas provenga de una distribución Weibull  con un  90% de confianza...
Ajuste de una data a una distribución lognormal.

La data LOGNORMAL el número de meses a los que se produjo la primera falla en cada uno de los 121 equipos que componen un sistema de transporte. Se tratara de ajustar la data a una distribución lognormal.

[image: image41.wmf]DATA  LOGNORMAL
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Solución

La tabla presenta el resultado del  Test de Bondad de Ajuste para determinar si la data: LOGNORMAL puede ser adecuadamente modelada con una distribución lognormal 

La data LOGNORMAL presenta 121 valores

El rango de valores es de 2  hasta  35

Una lognormal con: Media  11,3259   y  Desviación Estándar  5,45928

· área bajo  9,04463 = 0,396064

· área bajo 10,1752 = 0,497662

· área bajo 11,3058 = 0,588879

· área bajo 12,4364 = 0,667559

· área bajo 13,5669 = 0,733538
El Test Chi -Cuadrado reparte la data en varios intervalos y compara el número de observaciones con el número de observaciones esperadas si la distribución de la data fuese una distribución lognormal

	Bondad de Ajuste para la data: LOGNORMAL

	                              Chi-Cuadrado Test

	               Inferior      Superior    Observada   Esperada

	               Limite            Frequen      Frequen     Chisquare

	 Debajo de 5,0          10,0             56         51,20          0,45

	                10,0           15,0            35         38,47          0,31

	                15,0           20,0            12         15,62          0,84

	Sobre       20,0                               8            8,52          0,03

	Chi-Square = 2,74254 con  2 d.f.   P-Value = 0,253785       


. 

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DPLUS    =  0.0792284

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DMINUS = 0.0861148

Estadística Estimada de  Kolmogorov GLOBAL  = 0.0861148

       P-Value     Aproximado = 0.33146

El Test Kolmogorov-Smirnov determina el estadístico para la máxima y la mínima distancia entre la distribución acumulada de LOGNORMAL y la CDF de la distribución teórica lognormal, la máxima distancia es  0.0861148., el menor valor de  P-value es  0.253785
Por ser el  P-value mayor o igual a  0.10, no podemos rechazar la hipótesis de que  Tiempos de Fallas provenga de una distribución Normal con un  90% o mas de confianza, para este caso aceptamos la hipótesis alternativa de que la variable LOGNORMAL se ajusta a una distribución lognormal. 

Si aceptamos que el modelo lognormal es adecuado para ajustar la data LOGNORMAL podemos calcular  la supervivencia a 8 meses  y la mediana de supervivencia.

En la gráfica se observa que para   T=8,    S(t) es aproximadamente 0,7 y que S(t)=0,5  para  t=10  aproximadamente.

También usando las fórmulas.

La probabilidad de supervivencia a los 8 meses  es 0,7019. 

La mediana es el tiempo en el que S (t)=0,5

[image: image42.png]5=1-P(y)




La distribución exponencial 
Este modelo suele utilizarse para variables que describen el tiempo hasta que se produce un determinado suceso, la distribución exponencial es una distribución de probabilidad continua con un parámetro λ > 0 
La distribución exponencial es un caso particular de distribución gamma con k = 1, la suma de variables aleatorias que siguen una misma distribución exponencial es una variable aleatoria expresable en términos de la distribución gamma.
La distribución exponencial es una distribución de probabilidad continúa con un parámetro λ > 0 cuya función de densidad es:

[image: image43.png]Ae™™  paraz >0
f(z) { 0 de otro modo




Su función de distribución es:

[image: image44.png]0 para z < ()
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Donde e representa el número e.

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria X con distribución exponencial son:

[image: image45.png]



Ajuste de una data a una distribución exponencial
Se dispone de la data del tiempo de falla de un grupo de 40 componentes electrónicos no  reparables

Se desea conocer si la ley que rige los tiempos de falla de estos componentes es una distribución exponencial negativa.

DATA

	10

	15

	20

	22

	32

	40

	42

	46

	48

	51

	60

	71

	76

	87

	93

	105

	112

	116

	150

	151

	172

	195

	207

	219

	238

	300

	301

	342

	382

	435

	450

	455

	460

	490

	520

	601

	602

	630

	900

	1200


	Estadística descriptiva


	Estadística
Valor
Tamaño de la muestra

40

Rango

1190

Media

261,15

Varianza

70449,0

Desviación estándar

265,42

Coef. de variación

1,0164

Error estándar

41,967

Asimetría

1,6021

Curtosis

3,0049

 

Percentil
Valor
Min

10

5%

15,25

10%

23,0

25% (Q1)

53,25

50% (Mediana)

161,5

75% (Q3)

446,25

90%

601,9

95%

886,5

Max

1200




	Estadísticas descriptivas para los intervalos :
	 
	 

	Límite inferior 
	Límite superior 
	Frecuencia
	Frecuencia relativa
	Densidad 
	Densidad

	0
	130
	17
	0,436
	0,003
	0,385

	130
	260
	7
	0,179
	0,001
	0,237

	260
	390
	4
	0,103
	0,001
	0,146

	390
	520
	5
	0,128
	0,001
	0,090

	520
	650
	4
	0,103
	0,001
	0,055

	650
	780
	0
	0,000
	0,000
	0,034

	780
	910
	1
	0,026
	0,000
	0,021

	910
	1040
	0
	0,000
	0,000
	0,013

	1040
	1170
	0
	0,000
	0,000
	0,008

	1170
	1300
	1
	0,026
	0,000
	0,005
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	Bondad de ajuste – Resumen

	#
	Distribución
	Kolmogorov
Smirnov
	Anderson
Darling
	Chi-cuadrado

	
	
	Estadística
	Rango
	Estadística
	Rango
	Estadística
	Rango

	1
	Exponencial
	0,09134
	1
	0,37797
	1
	1,5225
	1


Análisis  Estadístico

Se presentan los  resultados de las pruebas estadísticas para determinar si la data  puede ser adecuadamente modelada por una distribución exponencial.

La prueba Chi-cuadrada divide la data en 6 intervalos y compara el número de observaciones en cada clase con el  número de observaciones que se espera  sobre la base de la distribución exponencial.

 La prueba Kolmogorov-Smirnov computa la máxima distancia entre la distribución acumulativa y  la data  y la máxima distancia entre la data  y la  distribución exponencial

Prueba de Kolmogorov-Smirnov:



	D
	0,085

	p-valor
	0,929

	alfa
	0,05


Interpretación de la prueba:


H0: La muestra sigue una distribución Exponencial


Ha: La muestra non sigue una distribución Exponencial


Como el p-valor calculado es mayor que el nivel de significación alfa=0,05, se puede aceptar la hipótesis nula H0.


El riesgo de rechazar la hipótesis nula H0 cuando es verdadera es de 92,85%.

Graficas de  Densidad y de Supervivencia
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Ajuste de una data a una distribución exponencial

Se dispone de la data del tiempo de falla de un grupo de 40 componentes electrónicos no  reparables. 

Se desea conocer si la ley que rige los tiempos de falla de estos componentes es una distribución exponencial negativa.
	Estadistica descriptiva                                                                                                                                                                                      

	Estadística
Valor
Tamaño de la muestra

40

Rango

1190

Media

261,15

Varianza

70449,0

Desviación estándar

265,42

Coef. de variación

1,0164

Error estándar

41,967

Asimetría

1,6021

Curtosis

3,0049

	 

	Percentil
Valor
Min

10

5%

15,25

10%

23,0

25% (Q1)

53,25

50% (Mediana)

161,5

75% (Q3)

446,25

90%

601,9

95%

886,5

Max

1200



	

	Estadísticas descriptivas para los intervalos :
	 
	 

	Límite inferior 
	Límite superior 
	Frecuencia
	Frecuencia relativa
	Densidad 
	Densidad

	0
	130
	17
	0,436
	0,003
	0,385

	130
	260
	7
	0,179
	0,001
	0,237

	260
	390
	4
	0,103
	0,001
	0,146

	390
	520
	5
	0,128
	0,001
	0,090

	520
	650
	4
	0,103
	0,001
	0,055

	650
	780
	0
	0,000
	0,000
	0,034

	780
	910
	1
	0,026
	0,000
	0,021

	910
	1040
	0
	0,000
	0,000
	0,013

	1040
	1170
	0
	0,000
	0,000
	0,008

	1170
	1300
	1
	0,026
	0,000
	0,005
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	Bondad de ajuste – Resumen

	#
	Distribución
	Kolmogorov
Smirnov
	Anderson
Darling
	Chi-cuadrado

	
	
	Estadística
	Rango
	Estadística
	Rango
	Estadística
	Rango

	1
	Exponencial
	0,09134
	1
	0,37797
	1
	1,5225
	1


Análisis  Estadístico

Se presentan los  resultados de las pruebas estadísticas para determinar si la data  puede ser adecuadamente modelada por una distribución exponencial.

La prueba Chi-cuadrada divide la gata en 6 intervalos y compara el número de observaciones en cada clase con el  número de observaciones que se espera  sobre la base de la distribución exponencial.

 La prueba Kolmogorov-Smirnov computa la máxima distancia entre la distribución acumulativa y  la data  y la máxima distancia entre la data  y la  distribución exponencial

Prueba de Kolmogorov-Smirnov:



	D
	0,085

	p-valor
	0,929

	Alfa
	0,05


Interpretación de la prueba:


H0: La muestra sigue una distribución Exponencial


Ha: La muestra non sigue una distribución Exponencial


Como el p-valor calculado es mayor que el nivel de significación alfa=0,05, se puede aceptar la hipótesis nula H0.


El riesgo de rechazar la hipótesis nula H0 cuando es verdadera es de 92,85%.

Graficas de  Densidad y de Supervivencia
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Métodos parametricos en el estudio de Supervivencia  

Podemos usar métodos parametricos para  estimar las  funciones de supervivencia y realizar contrastes de hipótesis sobre ellas, se puede asumir la  función de probabilidad que gobierna  la variable tiempo de vida

 Si las  pruebas de bondad de ajuste muestran que la asunción del tipo de  función de probabilidad que gobierna  la variable tiempo de vida  es aceptable, entonces podemos usar para el análisis y estimación de la supervivencia los métodos paramétricos que  son mucho más poderosos que el método de Kaplan-Meier.

El procedimiento  parametrico consiste en estimar, con el método de  máxima verosimilitud, los parámetros característicos de la función de distribución de probabilidades del tiempo de supervivencia, y usar la distribución determinada  para realizar la estimación de los  intervalos de confianza  y realizar  los contrastes de hipótesis.

Las pruebas de bondad de ajuste se realizan con la habitual prueba basada en la Chi-cuadrado

Las pruebas  de ajuste comúnmente utilizadas son las siguientes: 

1. Prueba Chi-cuadrado de bondad de ajuste. 

2. Prueba Kolmogorov-Smirnov  de  bondad de ajuste. 

3. Prueba Anderson-Darling de bondad de ajuste.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
Prueba Chi-cuadrado de bondad de ajuste

La prueba basada en la ji-cuadrado se realiza distribuyendo el periodo de observación en k intervalos y calculando el estadístico:
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siendo Oi los eventos observados en el intervalo i y Ei los esperados en la hipótesis de que los datos provengan realmente de la distribución considerada. 

Este estadístico,  se distribuye aproximadamente como una Chi-cuadrado con k - r - 1 grados de libertad, siendo r el número de parámetros de la distribución estimados a partir de la muestra

La  prueba Chi - cuadrado   se utiliza para comprobar si una muestra de los datos proceden de una población con una distribución específica. 

Una característica atractiva de la Chi-cuadrado  es que se puede aplicar a cualquier distribución univariado para los que pueden calcular la función de distribución acumulada. 

La prueba Chi-cuadrado se puede aplicar a las distribuciones discretas, como la binominal y la de Poisson. 

Las pruebas de  Kolmogorov-Smirnov y Anderson-Darling  se limitan a las distribuciones continuas. 

La prueba Chi-cuadrado se define por la hipótesis: 

· Hipótesis

	                                       H 0:
	 Los datos siguen una distribución especificada. 

	                                       H a: 
	Los datos no siguen la distribución especificada. 



	· Estadística 

           de prueba 
	Para calcular el estadístico de bondad de ajuste (Chi-cuadrado), los datos se dividen en k cajas y la estadística del ensayo se define como 
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  es la frecuencia observada de la clase  i y   Ei  es la frecuencia esperada de la clase  i. 

La frecuencia esperada se calcula por 
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donde F es la función de distribución acumulada de la distribución que se está probando y N es el tamaño de la muestra. 

 

	
	


· Regla de decisión:

Se acepta H0 cuando [image: image60.png]X <x;(r—=1)(k—-1)



. 

En caso contrario se rechaza  H0    
Donde t representa el valor proporcionado por las tablas, según el nivel de significación estadística elegido.

 Si existe concordancia entre las frecuencias observadas y las esperadas el estadístico tomará un valor igual a 0; por el contrario, si existen  grandes discrepancias entre estas frecuencias el estadístico tomará un valor grande y, en consecuencia, se rechazará la hipótesis nula. 

La región crítica estará situada en el extremo superior de la distribución Chi-cuadrado con k-1 grados de libertad.

 La prueba  Anderson-Darling 

La prueba  Anderson-Darling se utiliza para comprobar si una muestra de los datos proceden de una población con una distribución específica. 

La prueba A-D es una prueba alternativa de las pruebas Chi-cuadrado y la de Kolmogorov-Smirnov, se trata de una modificación de la  prueba Kolmogorov-Smirnov (KS) que le  da más peso a las colas que la prueba de KS.

En la prueba KS los valores críticos no dependen de la distribución que se esta poniendo a prueba, en la prueba Anderson-Darling para el cálculo de valores críticos se  hace uso de la distribución que se esta poniendo a prueba, lo que  permite tener una prueba más sensible

Los valores críticos en la prueba A-D deberán calcularse para cada distribución y se dispone 

de las tablas de valores críticos para la normal, lognormal, exponencial, Weibull y  las del valor extremo de tipo I y tipo II 

La prueba Anderson-Darling se define como: 

Hipótesis

	:             H 0: 
	 Los datos siguen una distribución especificada. 

	          H a: 
	Los datos no siguen la distribución especificada 



	Estadístico de prueba


	      El estadístico de prueba  de Anderson-Darling se define como: 

                    A2 = − N − S
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F es la función de distribución acumulada de la distribución especificada. 




Regla de decisión

El estadístico de la prueba se compara con las distribuciones del estadístico de prueba para determinar el P-valor.
Los valores críticos de la prueba  Anderson-Darling  dependen de la distribución específica que se está poniendo a prueba. 

Se tabulan los valores criticos y las fórmulas para varias distribuciones  específicas (normal, lognormal, exponencial, Weibull, logística, el valor extremo tipo 1).

 La hipótesis de que la distribución es de una forma específica se rechaza si  la estadística de prueba, A, es mayor que el valor crítico tabulado.
LA  PRUEBA  DE  KOLMOGOROV-SMIRNOV.

Características de la prueba

La prueba de Kolmogorov –Smirnov  es una prueba  de bondad de ajuste que permite determinar si razonablemente las mediciones muéstrales provienen de una población que tiene esa distribución de probabilidad teórica

 La prueba de una muestra de K-S puede en todos los casos en que se aplique ser más poderosa que su prueba alternativa, la prueba de  2.

La prueba compara la distribución de frecuencia acumulativa de la distribución teórica con la distribución de frecuencia acumulativa observada determinando  el punto en el que estas dos distribuciones muestran la mayor divergencia.

Hipótesis

Ho: La distribución observada se ajusta a la distribución teórica. 

H1: La distribución observada no se ajusta a la distribución teórica.

. 

Estadígrafo de prueba

Para dos colas el estadístico de prueba viene dado por
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Donde F(x) es la distribución presentada como hipótesis.

Regla de decisión

1. Si  Dn+  > W1-     Rechazamos  Ho   o  si

2. Si  Dn-  <  W       Rechazamos  Ho

W 1-    es  el valor de la prueba Kolmogorov –Smirnov  
Análisis  de Supervivencia

Se denomina análisis de supervivencia al conjunto de técnicas que se utilizan para estudiar el tiempo que ocurre hasta que sucede un evento y la relación de esta variable tiempo con  otras variables que influyen en la duración del  tiempo de falla.

El tiempo que transcurre hasta que se produce un determinada suceso se reconoce como dato de supervivencia.

El suceso puede ser del area de la medicina como la respuesta a un tratamiento, una recaída, la aparición de un síntoma o la muerte y puede ser también del área de la ingeniería , en este caso el suceso seria la falla de un componente, la ruptura de una pieza o una falla en un componente electrónico.

En los procesos de producción, mantenimiento y control de calidad se estudia el tiempo hasta que un cierto producto falla (tiempo de falla), o el tiempo de espera hasta recibir un servicio (tiempo de espera).
Es posible que al final del periodo de observación no todas las unidades hayan presentado el suceso objeto de estudio(falla, muerte) y que algunas unidades  se hayan desincorporado del estudio  por causas diferentes a las que se analizan.

Es posible que algunas  unidades se  vayan incorporando al estudio a lo largo del periodo de observación, por lo que las últimos en incorporarse serán observadas durante un periodo de tiempo menor que las que entraron al principio y por lo tanto la probabilidad de que fallen es menor y al final del estudio habrá unidades que no fallaron.

La variable en estudio es el tiempo hasta que ocurre un evento, y está definida por la duración del intervalo temporal entre los instantes en que empieza la observación y ocurre el evento, como ella es una variable aleatoria continua podría en principio, ser estudiada mediante las técnicas de análisis de la varianza o los modelos de regresión.

Pero se presentan dos dificultades importantes que restringen la aplicación de estos métodos estadísticos para estudiar esta variable:

1. En la mayoría de los  casos prácticos que estudiamos la variable tiempo de falla no presenta una distribución normal, generalmente se ajustan a una distribución asimétrica y aunque podrían intentarse transformaciones que la normalizarían, persiste todavía una segunda dificultad:
2. Una segunda dificultad que justifica un método  especifico para tratar estas variables es que para lograr realizar todas las observaciones se tiene que realizar el estudio durante un período bastante largo, en el cual suelen ocurrir pérdidas, que imposibilitan la observación de algunos eventos, además como la observación de los eventos no comienza en el mismo instante para todos las unidades,  a esta no coincidencia de los tiempos donde comienza la observación se denomina pérdida por la izquierda  y  como el estudio se planea para  terminar en un tiempo determinado, el efecto de esta no coincidencia es reducir el tiempo de observación para los que comienzan  más tarde.
LA  CENSURA

Los tipos de censura más comunes en el análisis de supervivencia  son:
1. Censura tipo I. En muchos estudios se debe determinar un tiempo máximo de observación para que ocurra la falla en los equipos, por lo que aquellos a los cuales aún no les ha ocurrido la falla al concluir el periodo de observación representan una censura.

2. Censura tipo II.  En este caso se decide prolongar el periodo de observación hasta que ocurran k fallas de n posibles (k<n), registrando este último valor de falla para el resto de los individuos(censuras) que no observó.

3. Censura aleatoria. En este tipo de censura no se tiene ningún control sobre la misma, las censuras pueden ocurrir porque el equipo es desincorporado, falla por una cusa no considerada en el estudio o  permanece activo  al término del mismo.

Estos tres tipos de censura son clasificados como censura por la derecha, cuya característica es que el tiempo de censura observado es menor que el tiempo de falla.

Distribución del variable tiempo de falla. 

La variable tiempo de espera es una variable aleatoria continua y no negativa, cuya función de probabilidad puede especificarse de varias maneras, la primera es la habitual función densidad de probabilidad f(t), y relacionadas con ella, la función de supervivencia S(t) y la función de riesgo h(t).
 La función densidad de probabilidad

La función densidad de probabilidad f(t) para una variable continua se define como una función que permite calcular la probabilidad de que la variable tome valores en un intervalo a través de la fórmula:
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La grafica presenta una función densidad de Fallas
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 La función de supervivencia 

La función de supervivencia S(t) se define como:
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 Por lo tanto, la función de supervivencia da la probabilidad complementaria de la habitual función de distribución acumulativa

 F(t) = P(T t),      es decir   S(t) = 1 - F(t).
La función de supervivencia para una variable discreta es
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La función de supervivencia da, por lo tanto, para cada valor ti de T, la probabilidad de que la variable T sea mayor o igual que ti...

La grafica presenta una función de Supervivencia
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La función de riesgo 

La probabilidad para la variable tiempo de espera se puede expresar  por medio de la función de riesgo h(t) que es la función de densidad de probabilidad de T, condicionada a que T  t.,  la función de riesgo de un equipo a los 2 años es la densidad de probabilidad de que el equipo falle  a los 2 años, dado  que el equipo no ha fallado  hasta entonces, se puede expresar como:
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La grafica presenta una función de Riesgo
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La función de riesgo acumulada

 A veces se usa también la función de riesgo acumulada H(t), más difícil de interpretar, que se define como
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               y que verifica:  H(t) = -ln(S(t))

Las funciones de riesgo y riesgo acumulado para una variable discreta son:
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La grafica presenta la función de riesgo acumulada
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Estas cuatro funciones están relacionadas; si se conoce una cualquiera de ellas, se pueden obtener las demás.
A pesar de que el tiempo de falla  es una variable continua, sólo tenemos  registros de valores discretos del mismo, en la practica los datos observados en estas  experiencias son una serie de valores discretos, conviene, por lo tanto, definir las funciones anteriores considerando la variable tiempo como discreta. 

Estimación de la función de Supervivencia.

En los estudios de supervivencia el análisis de los datos puede ser realizado utilizando técnicas estadísticas paramétricas y técnicas no paramétricas:

· Paramétricas: Distribución Exponencial., de Weibull., Lognormal, Valores Extremos de Gumbell, Regresión lineal y Anova.
· No paramétricas: Kaplan-Meier, Logrank  y  Regresión de Cox. 

Los métodos estadísticos más utilizados son los no paramétricos, las curvas de supervivencia por lo general se construyen usando uno de dos métodos: el análisis actuarial o el método del límite de producto de Kaplan-Meier.
Método de Kaplan-Meier 
Estimación de la función de Supervivencia.
El método   Kaplan- Meier es un procedimiento  para estimar la función de riesgo y de  supervivencia para datas completas o censuradas sin asumir una función de distribución de probabilidades para los tiempos de falla.

Kaplan-Meier es un método no paramétrico, pues no asume a priori para los tiempos de falla ninguna función de probabilidad.  y es de máxima verosimilitud, pues  se basa en maximizar la función de verosimilitud de la muestra.
Para determinar las funciones de supervivencia y de riesgo se toma una muestra aleatoria de tamaño n  formada por k (k  n) tiempos t1 < t2 < …< tk   en los cuales  se observan eventos, en cada tiempo ti  existen ni unidades en riesgo, unidades de la  muestra para los que el evento puede ocurrir  y  se observan di eventos,  en el intervalo [ti, ti+1) se producen mi pérdidas, la función de verosimilitud para toda la muestra es:
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Esta función se construye asumiendo que el evento ocurre en un tiempo mayor que el tiempo en que se observa la pérdida, maximizando esta función se encuentra el estimador de la función de riesgo 
El método Kaplan-Meir es conocido también como el método del producto límite  y la característica distintiva del método es que la proporción acumulada que sobrevive se calcula para el tiempo de supervivencia individual de cada equipo y no se agrupan los tiempos de supervivencia en intervalos, por esta razón es especialmente útil para estudios que utilizan un número pequeño de unidades.
El método K-M calcula la supervivencia cada vez que un equipo falla, y da proporciones exactas de supervivencia debido a que utiliza tiempos de supervivencia exactos; el análisis actuarial da aproximaciones, debido a que agrupa los tiempos de supervivencia  en intervalos.
 El método de Kaplan-Meier incorpora la idea del tiempo al que ocurren los eventos, la validez de este método descansa en dos suposiciones:

3. Las unidades  que se retiran del estudio tienen un destino parecido a las que quedan. 
4. El período de tiempo durante el cual una unidad entra en el estudio no tiene efecto independiente en la respuesta
El método de Kaplan-Meier se utiliza cuando la muestra es menor de 30 o para  muestras mayores de 30 si se conocen los tiempos individuales de los censurados y no censurados.
Una Expresión General para el método  K-M

Una expresion General para  la confiabilidad para el método  K-M puede escribirse de la siguiente forma:
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El sombrero sobre R  significa que es un estimado y  S  es el conjunto de los valores de J tal que tj corresponda a un tiempo de falla.

F(ti) = 1 - R(ti)

Para la ultima falla el K-M estimado es R(tr) = 0  y  F(tr) = 1. 

El K-M  Modificado viene dado por la formula:  
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EJEMPLO 1

El método K-M para estudiar la recaída  un  Grupo de Pacientes

El comportamiento  de 20 pacientes a los cuales se le esta haciendo un estudio de recaída en una enfermedad  fue el  siguiente:

· 11 pacientes recayeron a los 6, 8, 10, 11, 12, 13, 13, 22, 32, 34, 36 meses. 

· 8 pacientes  se retiraron sin llegar al final del estudio contribuyendo 3, 7, 7, 11, 14, 16, 20, 20 meses, sin haber recaído en la enfermedad
· Un paciente fue desincorporado del estudio a los 11 meses y se retiró del estudio sin haber recaído en la enfermedad
Se construye una tabla de vida para determinar la proporción acumulativa que sobreviven hasta el tiempo t, o tasa de supervivencia acumulativa, de la siguiente forma:

1. Se hace una lista con todos los tiempos de supervivencia, censurada o no censurada, en orden de menor a mayor, se coloca un signo positivo al lado de cada observación censurada, cuando se presenten  observaciones censuradas y no censuradas que tienen el mismo tiempo de supervivencia, se debe colocar la observación no censurada primero.
2. Una vez ordenados de menor a mayor los datos, se enumeran las observaciones. 

3. Se coloca el número de orden (rango) de las observaciones no censuradas 
4. Se calcula la proporción de equipos que sobrevive a cada intervalo.
 n-r / n-r-1  donde n es el tamaño de la muestra y r el rango no censurado            con ello calcula la probabilidad de supervivencia para cada tiempo.

5. Se calcula el estimador de la proporción acumulativa que sobrevive, la probabilidad de no recaer por un cierto período de tiempo (hasta el instante t) desde el principio del estudio, es el producto de la probabilidad acumulada de no recaer  hasta el período del tiempo anterior a t, (t-1), multiplicado por la probabilidad de que este sano  en el intervalo (t-1; t).
Tabla de Vida elaborada con  el método de Kaplan-
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La probabilidad de supervivencia puede representarse gráficamente como se muestra en la siguiente grafica de Supervivencia. 
Tablas de Vida  Esta tabla muestra información relativa a cada grupo de datos.

Aquí se muestra el número total de observaciones tabuladas, el número de fracasos, el número de abandonos o censurados y la proporción de observaciones censuradas.

                                                                  Proporción

Grupo      Total  Fracasado   Abandono    Abandono

-------------------------------------------------------------------

1                    20          13          7             0,3500
-------------------------------------------------------------------

Total              20          13          7             0,3500

Estimaciones Límite-Producto (Kaplan-Meier)
La a tabla muestra las probabilidades de supervivencia estimadas basada en los datos en Tiempo falla. 
 Cada fila de la tabla representa un solo valor, mostrados en orden creciente.  Si el valor de los datos representa un fracaso o muerte, la columna de estado

Indica FRACASO.  Si el valor representa una observación censurada, la columna de estado indica ABANDONO. 
 El número a riesgo es el número de observaciones que han sobrevivido hasta cada valor de los datos.  Para cada único tiempo de fallo, los datos muestran la probabilidad de supervivencia estimada, el error estándar de la estimación, y la función de riesgo estimada
                                    Número a      Supervivencia  Error          Riesgo

Fila   Tiempo        Estado         Riesgo        Acumulada      Estándar       Acumulado

----------------------------------------------------------------------------------------------

1      3,0           FRACASO        19            0,9500         0,0487         0,0513

2      6,0           ABANDONO    18            

3      7,0           FRACASO        17            

4      7,0           FRACASO        16            0,8444         0,0826         0,1691

5      8,0           FRACASO        15            0,7917         0,0928         0,2336

6      10,0          FRACASO        14            0,7389         0,1005         0,3026

7      11,0          FRACASO        13            

8      11,0          FRACASO        12            0,6333         0,1104         0,4568

9      11,0          ABANDONO    11            

10     12,0          ABANDONO   10            

11     13,0          FRACASO         9             

12     13,0          FRACASO         8             0,5067         0,1193         0,6799

13     14,0          ABANDONO     7             

14     16,0          ABANDONO     6             

15     20,0          ABANDONO     5             

16     20,0          ABANDONO     4             

17     22,0          FRACASO         3             0,3800         0,1415         0,9676

18     32,0          FRACASO         2             0,2533         0,1400         1,3730

19     34,0          FRACASO         1            0,1267         0,1137         2,0662

20     36,0          FRACASO          0           0,0000         0,0000         

Tiempo medio de supervivencia = 20,3533   Error estándar = 3,06247

Se presentan las graficas  de la función de Supervivencia, la función del Log de Supervivencia y la función de riesgo Acumulada
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Se presentan las graficas  de la función de Supervivencia, la función de riesgo Acumulada y la función de Razón de Riesgos para la data de Tiempos Completa, Tiempos con Censura y Tiempos Censurados
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EJEMPLO 2

METODO KAPLAN-MEIR A DOS TRATAMIENTOS

Estimaciones con  Producto Limite Kaplan-Meier

La tabla presenta  los tiempos de supervivencia, en meses, de un conjunto de pacientes que participaron en el ensayo de un nuevo medicamento.  

Los pacientes  están en dos grupos, A y B, dependiendo de si han recibido terapia, o no, con anterioridad a su entrada al estudio.
A: 1.25, 1.41, 4.98, 5.25, 5.38, 6.92, 8.89, 10.98, 11.18, 13.11, 13.21, 16.33, 19.77, 21.08, 21.84*, 22.07, 31.38*, 32.62*, 37.18*, 42.92.75

B: 1.05, 2.92, 3.61, 4.20, 4.49, 6.72, 7.31, 9.08, 9.11, 14.49*, 16.85, 18.82*, 26.59*,30.26*, 41.34*.
7. Calcule el estimador de Kaplan-Meier de la función de supervivencia para cada grupo
8. Determine la  diferencia en la probabilidad de sobrevivir un ano entre los dos tipos de pacientes.

9. Estime la media del tiempo de vida en el grupo A y la mediana en el B.

10. Estime la probabilidad de que un individuo del grupo A sobreviva más de 5 meses y calcule un intervalo de confianza para ese valor.
11. Represente las estimaciones de la función de riesgo acumulado H (t) en cada grupo. 
12. Use los  gráficos para examinar y comparar las dos distribuciones de vida.
Resumen del Análisis

La tabla muestra las probabilidades de supervivencia estimadas basada en los datos del tiempo de falla  Cada fila de la tabla representa un solo valor, mostrados en orden creciente.  Si el valor de los datos representa un fracaso o muerte, la columna de estado indica FRACASO. Si el valor representa una observación censurada, la columna de estado indica ABANDONO.  El número a riesgo es el número de observaciones que han sobrevivido hasta cada valor de los datos.  Para cada único tiempo de fallo, los datos muestran la probabilidad de supervivencia estimada, el error estándar de la estimación, y la función de riesgo estimada

TRATAMIENTO = A                   

                                    Número a      Supervivencia  Error          Riesgo

Fila   Tiempo        Estado         Riesgo        Acumulada      Estándar       Acumulado

----------------------------------------------------------------------------------------------

1      125,0         FRACASO        19            0,9500         0,0487         0,0513

2      141,0         FRACASO        18            0,9000         0,0671         0,1054

3      498,0         FRACASO        17            0,8500         0,0798         0,1625

----------------------------------------------------------------------------------------------

Tiempo medio de supervivencia = 1861,2   Error estándar = 345,934

TRATAMIENTO = B                   

                                    Número a      Supervivencia  Error          Riesgo

Fila   Tiempo        Estado         Riesgo        Acumulada      Estándar       Acumulado

----------------------------------------------------------------------------------------------

21     105,0         FRACASO        14            0,9333         0,0644         0,0690

22     292,0         FRACASO        13            0,8667         0,0878         0,1431

23     361,0         FRACASO        12            0,8000         0,1033         0,2231

24     420,0         FRACASO        11            0,7333         0,1142         0,3102

25     449,0         FRACASO        10            0,6667         0,1217         0,4055

----------------------------------------------------------------------------------------------

Tiempo medio de supervivencia = 1780,95   Error estándar = 433,378
Se presentan las graficas  de la función de Supervivencia, la función del Log de Supervivencia y la función de riesgo Acumulada para los tratamientos A y B.
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Supervivencia  Paramétrica
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1. Modelos paramétricos usados en los estudios de supervivencia,
2. Descripción de los modelos: exponencial, Weibull y log-normal
3. Métodos de selección: representaciones gráficas y bondad de ajuste.
4. Ajuste de datas a la distribución Weibull, a la distribución exponencial y a la distribución lognormal.
5. Estimadores de los parámetros e Intervalos de confianza.
6. Contrastes de hipótesis. Comparaciones entre métodos parámetricos y no paramétricos

Métodos parametricos usados en los estudios de Supervivencia  

Se pueden usar métodos parametricos para  estimar las  funciones de supervivencia y realizar contrastes de hipótesis sobre ellas.

Se asume como conocida la  función de probabilidad que gobierna  la variable tiempo de vida, si las  pruebas de bondad de ajuste muestran que la asunción del tipo de  función de probabilidad que gobierna  la variable tiempo de vida  es aceptable, entonces se pueden usar los métodos paramétricos para el análisis y estimación de la supervivencia, los métodos paramétricos que  son más poderosos que el método de Kaplan-Meier
El procedimiento  parametrico consiste en estimar, con el método de  máxima verosimilitud, los parámetros característicos de la función de distribución de probabilidades del tiempo de supervivencia, y usar la distribución determinada  para realizar la estimación de los  intervalos de confianza  y realizar  los contrastes de hipótesis.
Las pruebas  de ajuste comúnmente utilizadas son las siguientes: 

1.
Prueba Chi-cuadrado de bondad de ajuste. 

2.
Prueba Kolmogorov-Smirnov  de  bondad de ajuste. 

3.        Prueba de Anderson-Darling de  bondad de ajuste.
EL NIVEL DE SIGNIFICACIÓN  P (o p-valor).

La significación estadística o el nivel de significación (p- valor) es una medida del grado en el cual los resultados obtenidos son verdaderos, en el sentido que los resultados obtenidos por medio de muestras sean extensibles a la población, el nivel de significación de un test es un concepto estadístico asociado a la verificación de una hipótesis.

El nivel de significación mide la probabilidad de cometer error al aceptar los resultados  obtenidos en un  procedimiento como resultados  generalmente validos, es decir validos para toda la población

 El nivel de significación es equivalente al Error Tipo 1 (alfa: Probabilidad de rechazar la hipótesis nula  dado que esta es verdadera), (decisión conocida como error de tipo I, o "falso positivo").

 Si el valor P es inferior al nivel de significación, entonces la hipótesis nula es rechazada. Cuanto menor sea el valor P, más significativo será el resultado.

Un valor alto del p-valor representa una menor confianza en que los resultados obtenidos con la manipulación de la muestra sean equiparables a los de la población.

El nivel de significación mide la probabilidad de cometer error al aceptar los resultados  obtenidos en un  procedimiento como resultados  generalmente validos, es decir validos para toda la población 

Un p-valor de 0.05 se interpreta como que existe el 5% de probabilidad de que las relaciones encontradas entre las variables a partir de la manipulación de  muestras hayan sido debido al puro azar, ala pura suerte (“de Chiripa”)

Si se asume que en la población no existe relación entre las variables.

Un nivel de significancia de 5% indica que se debe esperar hasta 20 repeticiones para que aparezca un experimento donde existan entre las variables relaciones mucho más significativas que las que se pudieran encontrar en las anteriores replicas del experimento.

En muchas áreas técnicas el nivel  mínimo de significación se ha establecido en 5%, en otras más exigentes como el área científica o de investigación científica requieren de 1% y  otras hasta de 0.1%.
PRUEBA CHI-CUADRADO DE BONDAD DE AJUSTE

La prueba basada en la ji-cuadrado se realiza distribuyendo el periodo de observación en k intervalos y calculando el estadístico:


[image: image89]
siendo Oi los eventos observados en el intervalo i y Ei los esperados en la hipótesis de que los datos provengan realmente de la distribución considerada. 

Este estadístico,  se distribuye aproximadamente como una Chi-cuadrado con k - r - 1 grados de libertad, siendo r el número de parámetros de la distribución estimados a partir de la muestra.
La  prueba Chi-cuadrado   se utiliza para comprobar si una muestra de los datos procede de una población con una distribución específica. 

Una característica atractiva de la Chi-cuadrado  es que se puede aplicar a cualquier distribución univariada para los que pueden calcular la función de distribución acumulada. 

La prueba Chi-cuadrado se puede aplicar a las distribuciones discretas, como la binominal y la de Poisson. 

Las pruebas de  Kolmogorov-Smirnov y Anderson-Darling  se limitan a las distribuciones continuas. 

La prueba Chi-cuadrado se define por la hipótesis: 

•
Hipótesis

H 0 : H 0: 
 Los datos siguen una distribución especificada. 

H a : H a: 
Los datos no siguen la distribución especificada. 

•
Estadística 

           de prueba 
Para calcular el estadístico de bondad de ajuste (Chi-cuadrado), los datos se dividen en k cajas y la estadística del ensayo se define como 

dónde    es la frecuencia observada de la clase  i y   Ei  es la frecuencia esperada de la clase  i. 

La frecuencia esperada se calcula por 

donde F es la función de distribución acumulada de la distribución que se está probando y N es el tamaño de la muestra. 

•
Regla de Decisión:

Se acepta H0 cuando  . 

En caso contrario se rechaza. H0    

Donde t representa el valor proporcionado por las tablas, según el nivel de significación estadística elegido.

 Si existe concordancia entre las frecuencias observadas y las esperadas el estadístico tomará un valor igual a 0; por el contrario, si existen  grandes discrepancias entre estas frecuencias el estadístico tomará un valor grande y, en consecuencia, se rechazará la hipótesis nula. 

La región crítica estará situada en el extremo superior de la distribución Chi-cuadrado con k-1 grados de libertad.

 LA PRUEBA  ANDERSON-DARLING 

La prueba  Anderson-Darling se utiliza para comprobar si una muestra de los datos proceden de una población con una distribución específica. 

La prueba A-D es una prueba alternativa de las pruebas Chi-cuadrado y la de Kolmogorov-Smirnov, se trata de una modificación de la  prueba Kolmogorov-Smirnov (KS) que le  da más peso a las colas que la prueba de KS.

En la prueba KS los valores críticos no dependen de la distribución que se esta poniendo a prueba, en la prueba Anderson-Darling para el cálculo de valores críticos se  hace uso de la distribución que se esta poniendo a prueba, lo que  permite tener una prueba más sensible

Los valores críticos en la prueba A-D deberán calcularse para cada distribución y se dispone 

de las tablas de valores críticos para la normal, lognormal, exponencial, Weibull y  las del valor extremo de tipo I y tipo II 

La prueba Anderson-Darling se define como: 

Hipótesis

HH 0 : H 0: 
 Los datos siguen una distribución especificada. 

H a : H a: 
Los datos no siguen la distribución especificada 

Estadístico de prueba

      El estadístico de prueba  de Anderson-Darling se define como: 

                    A2 = − N − S

F es la función de distribución acumulada de la distribución especificada. 

Regla de decisión

El estadístico de la prueba se compara con las distribuciones del estadístico de prueba para determinar el P-valor.

LA  PRUEBA  DE  KOLMOGOROV-SMIRNOV.

Características de la prueba

La prueba de Kolmogorov –Smirnov  es una prueba  de bondad de ajuste que permite determinar si razonablemente las mediciones muéstrales provienen de una población que tiene esa distribución de probabilidad teórica

 La prueba de una muestra de K-S puede en todos los casos en que se aplique ser más poderosa que su prueba alternativa, la prueba de  2.

La prueba compara la distribución de frecuencia acumulativa de la distribución teórica con la distribución de frecuencia acumulativa observada determinando  el punto en el que estas dos distribuciones muestran la mayor divergencia.

Hipótesis

Ho: La distribución observada se ajusta a la distribución teórica. 

H1: La distribución observada no se ajusta a la distribución teórica.

. 

Estadígrafo de prueba

Para dos colas el estadístico de prueba viene dado por

Donde F(x) es la distribución presentada como hipótesis.

Regla de Decisión

1.
Si  Dn+  > W1-     Rechazamos  Ho   o  si

2.
Si  Dn-  <  W       Rechazamos  Ho

W 1-    es  el valor de la prueba Kolmogorov –Smirnov  

Análisis  de Supervivencia

Se denomina análisis de supervivencia al conjunto de técnicas que se utilizan para estudiar el tiempo que ocurre hasta que sucede un evento y la relación de esta variable tiempo con  otras variables que influyen en la duración del  tiempo de falla.

El tiempo que transcurre hasta que se produce un determinada suceso se reconoce como dato de supervivencia.

El suceso puede ser del area de la medicina como la respuesta a un tratamiento, una recaída, la aparición de un síntoma o la muerte y puede ser también del área de la ingeniería , en este caso el suceso seria la falla de un componente, la ruptura de una pieza o una falla en un componente electrónico.

En los procesos de producción, mantenimiento y control de calidad se estudia el tiempo hasta que un cierto producto falla (tiempo de falla), o el tiempo de espera hasta recibir un servicio (tiempo de espera).

Es posible que al final del periodo de observación no todas las unidades hayan presentado el suceso objeto de estudio(falla, muerte) y que algunas unidades  se hayan desincorporado del estudio  por causas diferentes a las que se analizan.

Es posible que algunas  unidades se  vayan incorporando al estudio a lo largo del periodo de observación, por lo que las últimos en incorporarse serán observadas durante un periodo de tiempo menor que las que entraron al principio y por lo tanto la probabilidad de que fallen es menor y al final del estudio habrá unidades que no fallaron.

La variable en estudio es el tiempo hasta que ocurre un evento, y está definida por la duración del intervalo temporal entre los instantes en que empieza la observación y ocurre el evento, como ella es una variable aleatoria continua podría en principio, ser estudiada mediante las técnicas de análisis de la varianza o los modelos de regresión.
La distribución Weibull
Es un modelo de la distribución del tiempo de vida que se utiliza frecuentemente en el desarrollo de modelos de confiabilidad y supervivencia es la distribución Weibull. 

Esta distribución se usa frecuentemente en el desarrollo de modelos de confiabilidad y supervivencia, ella presenta una gran  flexibilidad a la hora de crear modelos de varios tipos de comportamiento de riesgo, ella es fácilmente manejable algebraicamente, y  como toda  distribución de dos parámetros puede  describir con eficacia  muchas situaciones. 

La distribución Weibull es una distribución de valores extremos y si  un dispositivo puede fallar debido a alguna de varias causas posibles, el primer mecanismo de falla que ocurra (tiempo mínimo hasta su aparición) determina la falla.

La función de Weibull está definida por:
f(t)  =  t)         = cte  > 0

 Obsérvese que para =1 esta función es la exponencial, es decir la función exponencial es una particularización de la función más general de Weibull.
Usando las relaciones entre las tres funciones las funciones de supervivencia y riesgo para  esta variable son:  
   S(t)  = e-(t)y
h (t)  = (t)
el riesgo es creciente a lo largo del tiempo para  > 1,  constante para = 1 y decreciente para  < 1. 
Al tomar  dos veces el logaritmo de la función de supervivencia se obtiene:

ln[S(t)] = -(t)       ln(-ln(S(t))]  = ln(t)  +ln( A+Bln( ))
y calculando el logaritmo de la función de riesgo
ln[h(t)] =  ln(  + (ln( + (ln(t) – A  + Bln(t)

es decir las relaciones entre el logaritmo del logaritmo cambiado de signo de la Supervivencia con el logaritmo del tiempo y el logaritmo del riesgo con el logaritmo del tiempo son lineales.
Se usan estas relaciones para evaluar la idoneidad del modelo de Weibull, la distribución de Weibull se utiliza para modelizar tiempos de falla de componentes mecánicos o eléctricos, los dos parámetros de la distribución se suelen llamar de forma  y de escala   

La constante  es llamada el parámetro de escala, ya que las escalas de la variable t, y la constante  se llama el parámetro de forma, porque determina la forma del tipo de función.
Cuando la variable t en la definición anterior se sustituye por  donde es un tercer parámetro, utilizado para definir un adecuado punto cero.) Si  es mayor a 1 la tasa aumenta con la t, mientras que si  es menor que 1, la tasa disminuye con la t. Si  = 1 es la tasa constante, en cuyo caso la distribución de Weibull es igual a la distribución exponencial.
Las formas de la tasa de fallas para la distribución  Weibull  se ilustran en la siguiente figura:
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FUNCION DE RIESGO DE WEIBULL

La expresión para la función de Riesgo de la distribución Weibull es: 
h (t)  = (t)
La siguiente es la grafica de la función de Riesgo de la distribución Weibull con un valor de 0,5, 1, 2, y 5 [image: image91.wmf] 


Funcion Acumulada de Riesgo  Weibull

La expresión  de la función de probabilidad Acumulada del Riesgo  de la distribución Weibull es: 
H(x)  = x      x > 0:  > 0

La siguiente es la grafica de la función de probabilidad Acumulada del Riesgo de la  distribución Weibull con un valor de : 0,5, 1, 2, y 5.
LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA DE WEIBULL

La expresión para  la función de la Supervivencia de la distribución Weibull es: 

S(x)  =  exp-(x)      x > 0:  > 0

La siguiente es la grafica de la función de la Supervivencia de la  probabilidad de la distribución Weibull con un valor de  0,5, 1, 2, y 5. [image: image92.wmf] 


Funcion  del logaritmo de la Supervivencia Weibull

La expresión para  la función de Inversa de la Supervivencia de la distribución Weibull es: 

Z(p)  =  (ln(p))10  < p < 1     > 1
 La siguiente es la grafica de la función del logaritmo de la Supervivencia de la  probabilidad de la distribución Weibull con un valor de como la de las graficas de arriba es: 
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Test  para ajuste a una distribución  Weibull

Bondad de Ajuste para la data: Tiempo de Fallas

                              Chi-Square Test

----------------------------------------------------------------------------

               Inferior   Superior  Observada      Esperada

               Limite         Limite  Frequen      Frequen     Chisquare

----------------------------------------------------------------------------

por debajo de 0,6           37             41,62    0,51

                      0,6           1,6            38         33,50          0,61

                      1,6           2,6            15         14,08          0,06

Sobre             2,6                            10         10,80          0,06

----------------------------------------------------------------------------

Chi-Square = 1,23689 con 1 d.f.   P-Value = 0,26607

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DPLUS    =  0,0296608

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DMINUS = 0,0543234

Estadística Estimada de  Kolmogorov GLOBAL  = 0,0543234

P-Value   Aproximado                                            = 0,929449

  Esta tabla presenta el resultado de correr el test de Bondad de Ajuste para determinar si  la data :Tiempo de Fallas  sigue una distribución de Weibull. 

El Test Chi -Cuadrado reparte la data en varios intervalos y compara el número de observaciones con el número de observaciones esperadas si la distribución de la data fuese  una distribución Weibull.

El Test Kolmogorov-Smirnov determina el estadístico para la máxima distancia entre la distribución acumulada de Tiempos  de Fallas y la CDF de la distribución teórica de Weibull.En este caso, la máxima distancia  es  0,0543234.

 El menor valor de  P-value es  0,26607. Por ser el  P-value mayor  o igual a  0.10,  no podemos rechazar la hipótesis de que  Tiempos de Fallas provenga de una distribución Weibull  con un  90% de confianza.
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Ajuste de una data a una distribución lognormal.

La data LOGNORMAL el número de meses a los que se produjo la primera falla en cada uno de los 121 equipos que componen un sistema de transporte. Se tratara de ajustar la data a una distribución lognormal.
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Solución

La tabla presenta el resultado del  Test de Bondad de Ajuste para determinar si la data: LOGNORMAL puede ser adecuadamente modelada con una distribución lognormal 

La data LOGNORMAL presenta 121 valores

El rango de valores es de 2  hasta  35

Una lognormal con: Media  11,3259   y  Desviación Estándar  5,45928

· área bajo  9,04463 = 0,396064

· área bajo 10,1752 = 0,497662

· área bajo 11,3058 = 0,588879

· área bajo 12,4364 = 0,667559

· área bajo 13,5669 = 0,733538
El Test Chi -Cuadrado reparte la data en varios intervalos y compara el número de observaciones con el número de observaciones esperadas si la distribución de la data fuese una distribución lognormal

	Bondad de Ajuste para la data: LOGNORMAL

	                              Chi-Cuadrado Test

	               Inferior      Superior    Observada   Esperada

	               Limite            Frequen      Frequen     Chisquare

	 Debajo de 5,0          10,0             56         51,20          0,45

	                10,0           15,0            35         38,47          0,31

	                15,0           20,0            12         15,62          0,84

	Sobre       20,0                               8            8,52          0,03

	Chi-Square = 2,74254 con  2 d.f.   P-Value = 0,253785       


. 

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DPLUS    =  0.0792284

Estadística Estimada de  Kolmogorov  DMINUS = 0.0861148

Estadística Estimada de  Kolmogorov GLOBAL  = 0.0861148

       P-Value     Aproximado = 0.33146

El Test Kolmogorov-Smirnov determina el estadístico para la máxima y la mínima distancia entre la distribución acumulada de LOGNORMAL y la CDF de la distribución teórica lognormal, la máxima distancia es  0.0861148, el menor valor de  P-value es  0.253785.
Por ser el  P-value mayor o igual a  0.10, no se puede rechazar la hipótesis de que  los tempos de Fallas provenga de una distribución Normal con un  90% o mas de confianza, para este caso aceptamos la hipótesis alternativa de que la variable LOGNORMAL se ajusta a una distribución lognormal. 

Si aceptamos que el modelo lognormal es adecuado para ajustar la data LOGNORMAL podemos calcular  la supervivencia a 8 meses  y la mediana de supervivencia.
En la gráfica se observa que para   T=8,    S(t) es aproximadamente 0,7 y que S(t)=0,5  para  t=10  aproximadamente.

También usando las fórmulas.
La probabilidad de supervivencia a los 8 meses  es 0,7019. 

La mediana es el tiempo en el que S (t)=0,5

[image: image97.png]5=1-P(y)




1-.Modelo Exponencial 

La  Función de distribución  exponencial negativa  se escribe como:

 ln [1/ 1-F(t)]  = [ln10 ] t     o  
 el equivalente ln [1/ 1-F(t)]  =  t  
Sea  y = 1/{1 - F(t)} y  x = t, entonces  log (y) es lineal en base a log(x) con  una pendiente de  ln10. 
De esta manera podemos construir nuestro propio papel de probabilidades exponencial  usando un papel semilogaritmico estándar.
Para cada valor de t determinamos el par (t, F (t)),  
Si la data se ajusta a  una  distribución exponencial, los puntos  (pares) graficados deben caer sobre de la línea  recta con pendiente   / ln10.
Ajuste de una data a una distribución exponencial

Se dispone de la data del tiempo de falla de un grupo de 40 componentes electrónicos no  reparables. 
Se desea conocer si la ley que rige los tiempos de falla de estos componentes es una distribución exponencial negativa.

	Estadística descriptiva


	Estadística
Valor
Tamaño de la muestra

40

Rango

1190

Media

261,15

Varianza

70449,0

Desviación estándar

265,42

Coef. de variación

1,0164

Error estándar

41,967

Asimetría

1,6021

Curtosis

3,0049

 

Percentil
Valor
Min

10

5%

15,25

10%

23,0

25% (Q1)

53,25

50% (Mediana)

161,5

75% (Q3)

446,25

90%

601,9

95%

886,5

Max

1200



	Estadísticas descriptivas para los intervalos :
	 
	 

	Límite inferior [
	Límite superior [
	Frecuencia
	Frecuencia relativa
	Densidad 
	Densidad

	0
	130
	17
	0,436
	0,003
	0,385

	130
	260
	7
	0,179
	0,001
	0,237

	260
	390
	4
	0,103
	0,001
	0,146

	390
	520
	5
	0,128
	0,001
	0,090

	520
	650
	4
	0,103
	0,001
	0,055

	650
	780
	0
	0,000
	0,000
	0,034

	780
	910
	1
	0,026
	0,000
	0,021

	910
	1040
	0
	0,000
	0,000
	0,013

	1040
	1170
	0
	0,000
	0,000
	0,008

	1170
	1300
	1
	0,026
	0,000
	0,005
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	Distribución
	Parámetros

	1
	Exponencial
	=0,00383


	Bondad de ajuste – Resumen

	#
	Distribución
	Kolmogorov
Smirnov
	Anderson
Darling
	Chi-cuadrado

	
	
	Estadística
	Rango
	Estadística
	Rango
	Estadística
	Rango

	1
	Exponencial
	0,09134
	1
	0,37797
	1
	1,5225
	1


Análisis  Estadístico

Se presentan los  resultados de las pruebas estadísticas para determinar si la data  puede ser adecuadamente modelada por una distribución exponencial.

La prueba Chi-cuadrada divide la data en 6 intervalos y compara el número de observaciones en cada clase con el  número de observaciones que se espera  sobre la base de la distribución exponencial.

 La prueba Kolmogorov-Smirnov computa la máxima distancia entre la distribución acumulativa y  la data  y la máxima distancia entre la data  y la  distribución exponencial

Prueba de Kolmogorov-Smirnov:



	D
	0,085

	p-valor
	0,929

	Alfa
	0,05


Interpretación de la prueba:


H0: La muestra sigue una distribución Exponencial


Ha: La muestra non sigue una distribución Exponencial


Como el p-valor calculado es mayor que el nivel de significación alfa=0,05, se puede aceptar la hipótesis nula H0.


El riesgo de rechazar la hipótesis nula H0 cuando es verdadera es de 92,85%.

Graficas de  Densidad y de Supervivencia
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Métodos parametricos en el estudio de Supervivencia  

Podemos usar métodos parametricos para  estimar las  funciones de supervivencia y realizar contrastes de hipótesis sobre ellas, se puede asumir la  función de probabilidad que gobierna  la variable tiempo de vida

 Si las  pruebas de bondad de ajuste muestran que la asunción del tipo de  función de probabilidad que gobierna  la variable tiempo de vida  es aceptable, entonces podemos usar para el análisis y estimación de la supervivencia los métodos paramétricos que  son mucho más poderosos que el método de Kaplan-Meier.

El procedimiento  parametrico consiste en estimar, con el método de  máxima verosimilitud, los parámetros característicos de la función de distribución de probabilidades del tiempo de supervivencia, y usar la distribución determinada  para realizar la estimación de los  intervalos de confianza  y realizar  los contrastes de hipótesis.

Las pruebas de bondad de ajuste se realizan con la habitual prueba basada en la Chi-cuadrado

Las pruebas  de ajuste comúnmente utilizadas son las siguientes: 

4. Prueba Chi-cuadrado de bondad de ajuste. 

5. Prueba Kolmogorov-Smirnov  de  bondad de ajuste. 

6. Prueba Anderson-Darling de bondad de ajuste. 

Prueba Chi-cuadrado de bondad de ajuste

La prueba basada en la ji-cuadrado se realiza distribuyendo el periodo de observación en k intervalos y calculando el estadístico:
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siendo Oi los eventos observados en el intervalo i y Ei los esperados en la hipótesis de que los datos provengan realmente de la distribución considerada. 

Este estadístico,  se distribuye aproximadamente como una Chi-cuadrado con k - r - 1 grados de libertad, siendo r el número de parámetros de la distribución estimados a partir de la muestra

La  prueba Chi - cuadrado   se utiliza para comprobar si una muestra de los datos proceden de una población con una distribución específica. 

Una característica atractiva de la Chi-cuadrado  es que se puede aplicar a cualquier distribución univariado para los que pueden calcular la función de distribución acumulada. 

La prueba Chi-cuadrado se puede aplicar a las distribuciones discretas, como la binominal y la de Poisson. 

Las pruebas de  Kolmogorov-Smirnov y Anderson-Darling  se limitan a las distribuciones continuas. 

La prueba Chi-cuadrado se define por la hipótesis: 

· Hipótesis

	H 0 : H 0: 
	 Los datos siguen una distribución especificada. 

	H a : H a: 
	Los datos no siguen la distribución especificada. 



	· Estadística 

           de prueba 
	Para calcular el estadístico de bondad de ajuste (Chi-cuadrado), los datos se dividen en k cajas y la estadística del ensayo se define como 
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dónde [image: image105.png]


  es la frecuencia observada de la clase  i y   Ei  es la frecuencia esperada de la clase  i. 

La frecuencia esperada se calcula por 

[image: image106.png]



donde F es la función de distribución acumulada de la distribución que se está probando y N es el tamaño de la muestra. 

 

	
	


· Regla de Decisión:

Se acepta H0 cuando [image: image107.png]X <x;(r—=1)(k—-1)



. 

En caso contrario se rechaza. H0    
Donde t representa el valor proporcionado por las tablas, según el nivel de significación estadística elegido.

 Si existe concordancia entre las frecuencias observadas y las esperadas el estadístico tomará un valor igual a 0; por el contrario, si existen  grandes discrepancias entre estas frecuencias el estadístico tomará un valor grande y, en consecuencia, se rechazará la hipótesis nula. 

La región crítica estará situada en el extremo superior de la distribución Chi-cuadrado con k-1 grados de libertad.

 La prueba  Anderson-Darling 

La prueba  Anderson-Darling se utiliza para comprobar si una muestra de los datos proceden de una población con una distribución específica. 

La prueba A-D es una prueba alternativa de las pruebas Chi-cuadrado y la de Kolmogorov-Smirnov, se trata de una modificación de la  prueba Kolmogorov-Smirnov (KS) que le  da más peso a las colas que la prueba de KS.

En la prueba KS los valores críticos no dependen de la distribución que se esta poniendo a prueba, en la prueba Anderson-Darling para el cálculo de valores críticos se  hace uso de la distribución que se esta poniendo a prueba, lo que  permite tener una prueba más sensible

Los valores críticos en la prueba A-D deberán calcularse para cada distribución y se dispone 

de las tablas de valores críticos para la normal, lognormal, exponencial, Weibull y  las del valor extremo de tipo I y tipo II 

La prueba Anderson-Darling se define como: 

Hipótesis

	HH 0 : H 0: 
	 Los datos siguen una distribución especificada. 

	H a : H a: 
	Los datos no siguen la distribución especificada 



	Estadístico de prueba


	      El estadístico de prueba  de Anderson-Darling se define como: 

                    A2 = − N − S
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F es la función de distribución acumulada de la distribución especificada. 




Regla de decisión

El estadístico de la prueba se compara con las distribuciones del estadístico de prueba para determinar el P-valor.

LA  PRUEBA  DE  KOLMOGOROV-SMIRNOV.

Características de la prueba

La prueba de Kolmogorov –Smirnov  es una prueba  de bondad de ajuste que permite determinar si razonablemente las mediciones muéstrales provienen de una población que tiene esa distribución de probabilidad teórica

 La prueba de una muestra de K-S puede en todos los casos en que se aplique ser más poderosa que su prueba alternativa, la prueba de  2.

La prueba compara la distribución de frecuencia acumulativa de la distribución teórica con la distribución de frecuencia acumulativa observada determinando  el punto en el que estas dos distribuciones muestran la mayor divergencia.

Hipótesis

Ho: La distribución observada se ajusta a la distribución teórica. 

H1: La distribución observada no se ajusta a la distribución teórica.

. 

Estadígrafo de prueba

Para dos colas el estadístico de prueba viene dado por
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Donde F(x) es la distribución presentada como hipótesis.

Regla de Decisión

3. Si  Dn+  > W1-     Rechazamos  Ho   o  si

4. Si  Dn-  <  W       Rechazamos  Ho

W 1-    es  el valor de la prueba Kolmogorov –Smirnov  
Comparación de las curvas de  supervivencia de varios tratamientos
Para comparar la supervivencia de varios grupos de individuos puede utilizarse un test estadístico global, que determine si todos los grupos presentan la misma supervivencia, si el p-valor asociado a ese test es pequeño, lo que nos permite suponer que no todos los grupos
Se han elaborado técnicas estadísticas noparametricas especificas  para comparar las curvas de supervivencia y decidir entre varios tratamientos que manejan datos censurados, a pesar de que  los métodos paramétricos son muy eficientes porque se aprovechan de  toda la información resumida en los estadísticos muéstrales, los métodos no paramétricos son generalmente mas usados para estudiar y comparar varios tratamientos con datos censurados.
Supongamos que estamos aplicando K tratamientos y deseamos  saber si al comparar las curvas de  supervivencia de cada uno de estos tratamientos, ellos tienen igual efectividad, deseamos saber si las curvas de  supervivencia de los distintos grupos son semejantes, para realizar esta comparación aplicamos procedimientos estadísticos noparametricos.

Estos  métodos no paramétricos están basados en los estadísticos de orden, ellos  son extensiones de las pruebas de Wilcoxon para datos no censurados y los más empleados son los siguientes cuatro tests:

1. Test Peto-Wilcoxon: una generalización del test de  rangos de Wilcoxon para varias muestras, este test es el más potente cuando la razón de riesgos no es constante en el tiempo y la data se ajusta a una distribución de Weibull.
2. Test Gehan-Wilcoxon: una generalización del test de  sumas de rangos de Wilcoxon para varias muestras, este test y el test de Peto-Wicoxon son los más potentes cuando la razón de riesgos no es constante en el tiempo y la data se ajusta a una distribución de Weibull.

3. Test Log-Rank: el test  Log-Rank esta basado en el conjunto de puntos asignado a las observaciones, este test es más potente que el test de Wilcoxon cuando la data de la muestra  se ajusta a una distribución exponencial.
4. Test Cox-Mantel:  este test es similar al test Log-Rank, este test es mas potente que el test generalizado de Wilcoxon cuando la data de la muestra  se ajusta a una distribución exponencial
La prueba de Log-rank es la más versátil y apta para este tipo de situaciones, los otros métodos se emplean cuando se encuentran peculiaridades relacionadas con el número y la situación de los datos censurados y la forma de las distribuciones que los interpretan.

Aunque estas pruebas son versátiles y aptas para estudiar este tipo de situaciones, siempre que se hacen comparaciones de los tratamientos con datos censurados  y se toman decisiones con el análisis de supervivencia, nada puede sustituir a una buena gráfica de las funciones de supervivencia a ser posible con sus errores estándar.    
Comparación de dos curvas de supervivencia

Para comprobar si las diferencias observadas en dos curvas de supervivencia pueden ser explicadas o no por el azar debemos realizar un test estadístico, si no hubiese observaciones censuradas la prueba no paramétrica  de suma de rangos de Wilcoxon seria apropiada para comparar dos muestras independientes., pero como la mayoría de las veces hay datos censurados debemos utilizar técnicas especificas.
Para realizar  las comparaciones dos a dos utilizamos un test noparametrico:. El test de  Log Rank
El test Log Rank es un test potente para detectar diferencias cuando los logaritmos de las curvas de supervivencia son proporcionales o cuando los azares son proporcionales.
Si las curvas de supervivencia se cortan el test Log Rank tiene problemas para detectar diferencias, en esos casos son más adecuados el  test de Gehan o el  test generalizado de Wilcoxon

La prueba de la t de Student para datos independientes que compara la supervivencia en uno y otro grupo tampoco es apropiada, pues los tiempos de supervivencia no presentan una distribución normal.

De las diversas pruebas que disponemos para comparar dos distribuciones de supervivencia presentamos la  prueba de logaritmo del rango (“Logrank”)
La  prueba de logaritmo del rango ( Logrank)

Para comparar dos curvas de supervivencia de forma global se suele emplear la prueba denominada Log-rank, el test  Log-rank esta basado en el puntaje asignado a varias observaciones, cuando las muestras provienen de una distribución exponencial, este test es el mas potente de los tests noparametricos que dispones para comparar la supervivencia de los grupos.
 Si se está comparando dos grupos de unidades el número real de sucesos observados en cada momento de tiempo puede no coincidir con lo que es más probable, y así  unas veces el número de sucesos será superior al esperado y otras será inferior.
Se ordenan cronológicamente las observaciones de los dos grupos de forma combinada, como si se tratase  de un solo grupo, se determina el número total de unidades r que continúan en el estudio en  cada instante en el que se produce una falla y cuántas de estas a son del primer grupo

 Si d el número de sucesos que se observan en el instante i, el número esperado para el primer grupo es 

EA  = ai(di /  ri)

Este cálculo se repite para todos los instantes de tiempo en los que se produce alguna falla, pero no para aquellos en los que sólo hay observaciones incompletas, que sólo contribuirán a reducir el número de unidades expuestas a considerar en el siguiente momento en el que se producen sucesos.

 Se calcula finalmente la suma de todos los sucesos esperados para el grupo A

EA    =  ∑EA
Si D es el número total de fallas producidas en el estudio considerando ambos grupos, el número de sucesos esperado para el grupo B podemos calcularlo por diferencia
EB     =  D -  EA
El método Logrank plantea  el  siguiente contraste de hipótesis:

Ho: la hipótesis nula: el riesgo es el mismo en ambos grupos

Ha: la hipótesis alterna: el riesgo no es el mismo en ambos grupos

El estadístico de prueba es: 
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2  se distribuye como una Chi-cuadrado  con 1 grado de libertad.

Regla de decisión: Se acepta Ho si  2  <  2 (1-2) 1g.l

La  prueba de logaritmo del rango  compara el número de eventos (muertes, fallas) en cada grupo con el número de fallas que podría esperarse en los grupos combinados y se emplea la prueba Chi-cuadrado para analizar las fallas  observadas y esperadas.
CALCULO DEL ESTADISTICO  DE PRUEBA
Se calculan los totales para fallas observadas y esperadas y el test 2   puede utilizarse para probar la hipótesis nula de que las distribuciones de supervivencia son iguales en los dos grupos.
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donde:
· [image: image113.wmf]1

O

 es el número total fallas observadas en el grupo 1. 

· [image: image114.wmf]1

E

 es el número total de fallas esperadas en el grupo 1. 

· [image: image115.wmf]2

O

 es el número total de fallas observadas en el grupo 2. 

· [image: image116.wmf]2

E

 es el número total de fallas observadas en el grupo 2. 
El estadístico [image: image117.wmf]2

c

  se calcula con una Chi cuadrado con un grado de libertad.
Consultando las tablas de una distribución [image: image118.wmf]2

c

 con un grado de libertad se determina si la  la diferencia es significativa y  si hay diferencia entre ambas curvas de supervivencia.
Los datos generados permiten a su vez realizar una estimación del riesgo (R).
R =  (O1/E1) / (O2/E2)  

Métodos

no paramétricos
· Métodos no paramétricos para la comparación de funciones de supervivencia

· Comparación no paramétrica de curvas de supervivencia

· Test de Mantel-Haenszel.

· Test de Gehan

· Test de Peto
· Test Logrank
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COMPARACION DE CURVAS DE SUPERVIVENCIA

Comparación de las curvas de  supervivencia

de varios tratamientos

Para comparar la supervivencia de varios grupos de individuos puede utilizarse un test estadístico global, que determine si todos los grupos presentan la misma supervivencia, si el p-valor asociado a ese test es pequeño, se puede afirmar que no todos los grupos son iguales.
Se han elaborado técnicas estadísticas noparametricas especificas  para comparar las curvas de supervivencia y decidir entre varios tratamientos que manejan datos censurados, a pesar de que  los métodos paramétricos son muy eficientes porque se aprovechan de  toda la información resumida en los estadísticos muéstrales los métodos no paramétricos son generalmente mas usados para estudiar y comparar varios tratamientos con datos censurados.
Si se están  aplicando K tratamientos y se desea  saber si al comparar las curvas de  supervivencia de cada uno de estos tratamientos, ellos tienen igual efectividad, deseamos saber si las curvas de  supervivencia de los distintos grupos son semejantes, para realizar esta comparación se aplican procedimientos estadísticos no paramétricos.
Estos  métodos no paramétricos están basados en los estadísticos de orden, ellos  son extensiones de las pruebas de Wilcoxon para datos no censurados y los más empleados son los siguientes cuatro tests:

1. Test Peto-Wilcoxon: una generalización del test de  rangos de Wilcoxon para varias muestras, este test es el más potente cuando la razón de riesgos no es constante en el tiempo y la data se ajusta a una distribución de Weibull.
2. Test Gehan-Wilcoxon: una generalización del test de  sumas de rangos de Wilcoxon para varias muestras, este test y el test de Peto-Wicoxon son los más potentes cuando la razón de riesgos no es constante en el tiempo y la data se ajusta a una distribución de Weibull.
3. Test Log-Rank: el test  Log-Rank esta basado en el conjunto de puntos asignado a las observaciones, este test es más potente que el test de Wilcoxon cuando la data de la muestra  se ajusta a una distribución exponencial.
4. Test Cox-Mantel este test es similar al test Log-Rank, este test es mas potente que el test generalizado de Wilcoxon cuando la data de la muestra  se ajusta a una distribución exponencial.
La prueba de Log-rank es la más versátil y apta para comparar las curvas de  supervivencia, los otros métodos se emplean cuando se encuentran peculiaridades relacionadas con el número y la situación de los datos censurados y la forma de las distribuciones que los interpretan.

Aunque estas pruebas son versátiles y aptas para estudiar este tipo de situaciones, siempre que se hacen comparaciones de los tratamientos con datos censurados  y se toman decisiones con el análisis de supervivencia, nada puede sustituir a una buena gráfica de las funciones de supervivencia a ser posible con sus errores estándar.    
Test de Gehan 

Cuando se desea comparar la efectividad de dos tratamientos diferentes para una misma enfermedad se puede usar el test de Gehan 
 Se someten n pacientes al primer tratamiento y  n pacientes al segundo tratamiento, habiendo asignado a cada uno de los n + m pacientes  uno u otro tratamiento de forma aleatoria. 
El Test. de Gehan contrasta la hipótesis nula 

H0: Hipótesis nula  los patrones de censura y supervivencia son idénticos 

H1: Hipótesis alternativa  los patrones de censura y supervivencia no son idénticos 

Método

Se ordenan todos los valores xi,  tal que  x1[image: image120.png]


x2 [image: image121.png]


...[image: image122.png]


xn+m 

Una vez ordenados los datos, se definen las cantidades Uk l, para 1[image: image123.png]


k, l[image: image124.png]


 n+m: 

	Uk l = +1, 
	  si el tiempo de supervivencia xk es mayor que el xl, 

	Uk l = -1, 
	  si el tiempo de supervivencia xl es mayor que el xk, 

	Uk l = 0, 
	  en cualquier otro caso. 


Estadístico de prueba

Se define:    
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Y se tiene que la variable aleatoria  
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La cual se distribuye aproximadamente con una ley normal de media nula, E [U] = 0,

 y varianza:  Var(U) = 
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Caso

Dos grupos de pacientes sometidos a dos tratamientos y se anota el número de días a los cuales se produce una recaída:
Para el Tratamiento A: 143, 164, 188, 188, 190, 192, 206, 209, 213, 216, 
216+, 220, 227, 230, 234, 244+, 246, 265, 304 
Para el Tratamiento B: 142, 156, 163, 198, 204+, 205, 232, 232, 233, 233, 233, 
233, 239, 240, 261, 280, 280, 296, 296, 323, 344+ 
Interesa saber si ambos tratamientos dan resultados equivalentes.
RESULTADO DE TEST DE GEHAN
· Tratamiento A:   Tamaño de la muestra = 19  Fallas =17   Censura = 2

· Tratamiento B:   Tamaño de la muestra = 21  Fallas =19   Censura = 2

Resultado Con un nivel de significación del 5%, los datos no aportan suficiente evidencia para rechazar la hipótesis nula de que ambos tratamientos producen idénticos resultados. 

Comparación de dos curvas de supervivencia

Para comprobar si las diferencias observadas en dos curvas de supervivencia pueden ser explicadas o no por el azar se debe realizar un test estadístico, si no hubiese observaciones censuradas la prueba no paramétrica  de suma de rangos de Wilcoxon seria apropiada para comparar dos muestras independientes, pero como la mayoría de las veces hay datos censurados debemos utilizar técnicas especificas.
Para realizar  las comparaciones dos a dos utilizamos un test no paramétrico: El test de  Log Rank.
El test Log Rank es un test potente para detectar diferencias cuando los logaritmos de las curvas de supervivencia son proporcionales o cuando los azares son proporcionales.
Si las curvas de supervivencia se cortan el test Log Rank tiene problemas para detectar diferencias, en esos casos son más adecuados el  test de Gehan o el  test generalizado de Wilcoxon.
La prueba de la t de Student para datos independientes que compara la supervivencia en uno y otro grupo tampoco es apropiada, pues los tiempos de supervivencia no presentan una distribución normal.

De las diversas pruebas que se disponen para comparar dos distribuciones de supervivencia se presenta la  prueba de logaritmo del rango (“Logrank”).
La  prueba de logaritmo del rango ( Logrank)

Para comparar dos curvas de supervivencia de forma global se suele emplear la prueba denominada Logrank, el test Logrank esta basado en el puntaje asignado a varias observaciones, cuando las muestras provienen de una distribución exponencial, este test es el mas potente de los testes no paramétricos que se dispone para comparar la supervivencia de los grupos.
 Si se está comparando dos grupos de unidades el número real de sucesos observados en cada momento de tiempo puede no coincidir con lo que es más probable, y así  unas veces el número de sucesos será superior al esperado y otras será inferior.
Se ordenan cronológicamente las observaciones de los dos grupos de forma combinada, como si se tratase  de un solo grupo, se determina el número total de unidades r que continúan en el estudio en  cada instante en el que se produce una falla y cuántas de estas fallas  son del primer grupo.
 Si d el número de sucesos que se observan en el instante i, el número esperado para el primer grupo es:
EA  = ai(di /  ri)

Este cálculo se repite para todos los instantes de tiempo en los que se produce alguna falla, pero no para aquellos en los que sólo hay observaciones incompletas, que sólo contribuirán a reducir el número de unidades expuestas a considerar en el siguiente momento en el que se producen sucesos.

 Se calcula finalmente la suma de todos los sucesos esperados para el grupo A

EA    =  ∑EA
Si D es el número total de fallas producidas en el estudio considerando ambos grupos, el número de sucesos esperado para el grupo B se puede  calcular por la diferencia
EB     =  D -  EA
El método Logrank plantea  el  siguiente contraste de hipótesis:

Ho: la hipótesis nula: el riesgo es el mismo en ambos grupos

Ha: la hipótesis alterna: el riesgo no es el mismo en ambos grupos

El estadístico de prueba es: 

[image: image129.png]


 

2  se distribuye como una Chi-cuadrado  con 1 grado de libertad.

Regla de decisión: Se acepta Ho si  2  <  2 (1-2) 1g.l

La  prueba de logaritmo del rango  compara el número de eventos (muertes, fallas) en cada grupo con el número de fallas que podría esperarse en los grupos combinados y se emplea la prueba Chi-cuadrado para analizar las fallas  observadas y esperadas.
Para el cálculo se disponen los datos de tal forma que se observe en cada grupo y en cada mes los equipos en riesgo y los eventos presentados.
CALCULO DEL ESTADISTICO DE PRUEBA
Se calculan los totales para fallas observadas y esperadas y el test 2   puede utilizarse para probar la hipótesis nula de que las distribuciones de supervivencia son iguales en los dos grupos:
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donde:
· [image: image131.wmf]1

O

 es el número total fallas observadas en el grupo 1. 

· [image: image132.wmf]1

E

 es el número total de fallas esperadas en el grupo 1. 

· [image: image133.wmf]2

O

 es el número total de fallas observadas en el grupo 2. 

· [image: image134.wmf]2

E

 es el número total de fallas esperadas  en el grupo 2. 
El estadístico [image: image135.wmf]2
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  se calcula con una Chi cuadrado con un grado de libertad  y se compara con el valor  que se obtiene de  las tablas para una distribución [image: image136.wmf]2

c

 con un grado de libertad y se determina si  la diferencia es significativa
Se concluye si hay  o no hay diferencia entre ambas curvas de supervivencia.
Finalmente, se puede  realizar una estimación del riesgo (R): 

 R =  (O1/E1) / (O2/E2)   es el numero de veces que un tratamiento tratamiento A mejora a otro tratamiento B.

ANALISIS COMPARATIVO DE LOS TESTS

PARA  LA COMPARACION DE LAS CURVAS DE SUPERVIVENCIA

Caso

La tabla presenta  los tiempos de recaída en una enfermedad  en meses para 25 pacientes que han sido sometidos a dos tipos de  Tratamientos A y B, el signo + al lado del tiempo de falla indica que el individuo  es censurado:
DATA

TRATAMIENTO A:  3, 5, 7, 9+,12, 13, 16, 18, 20+, 24, 25, 28, 30, 32

TRATAMIENTO B:  6, 8,  12, 14, 17, 19, 20, 21+, 25+, 27, 33+ 

“9+” indica dato censurado, no ha recaído en su enfermedad, tampoco han recaído en su enfermedad los pacientes correspondientes a  las observaciones 20+, 21+,  25+,  y 33+. 

A-. Construya las curvas de supervivencia

B-. Para comparar las curvas de Supervivencia:

· Elabore el test   de Log-Rank

· Elabore el test  de  Gehans Wilcoxon

· Elabore el test de  Peto-Wicoxon

· Elabore el test de Cox-Mantel

C-. Presente sus conclusiones sobre la efectividad de los dos tratamientos en base a la comparación de las curvas de supervivencia.

SOLUCION
La tabla muestra las probabilidades de la supervivencia de la data  TIEMPO DE RECAIDA.  

Cada fila de la tabla representa un solo valor de los datos. 

Si el valor de los datos representa una falta o una muerte, la columna del estado indica FALLA.

Si el valor de los datos representa una observación censurada, la columna del estado indica ABANDONO. 

 El número bajo riesgo es el número de los pacientes que no han recaído  hasta cada valor de los datos.

	Producto-Limite (Kaplan-Meier)        TRATAMIENTO  A                                       

	INDIVIDUO
	TIEMPO
	ESTADO
	Numero bajo Riesgo
	Supervivencia Acumulada    
	ERROR
	RIESGO

	
	
	
	
	 
	
	ACIMULADO

	1
	6
	FALLA
	14
	0,9333
	0,0644
	0,069

	2
	8
	FALLA
	13
	0,8667
	0,0878
	0,1431

	3
	10
	FALLA
	11
	0,7333
	0,1142
	0,3102

	4
	12
	ABANDONO
	10
	 
	 
	 

	5
	15
	FALLA
	9
	0,66
	0,1241
	0,4155

	6
	16
	FALLA
	8
	0,5867
	0,1302
	0,5333

	7
	19
	FALLA
	7
	0,5133
	0,133
	0,6668

	8
	21
	FALLA
	6
	0,44
	0,1327
	0,821

	9
	23
	ABANDONO
	5
	                 0.44                
	       0.1327
	            0.821                      

	10
	27
	FALLA
	4
	0,352
	0,1321
	1,0441

	11
	28
	FALLA
	3
	0,264
	0,125
	1,3318

	12
	31
	FALLA
	2
	0,176
	0,11
	1,7373

	13
	33
	FALLA
	1
	0,088
	0,0831
	2,4304

	14
	35
	FALLA
	0
	0
	0
	                 0

	TIEMPO MEDIO = 20,9587   ERROR ESTANDAR = 2,67832
	
	


Producto-Limite (Kaplan-Meier)        TRATAMIENTO  B                                    
	INDIVIDUO
	TIEMPO
	Estado
	Numero bajo Riesgo
	SUPERVIVENCIA
ACUMULADA
	ERROR
	RIESGO
ACIMULADO

	16
	11,0
	FALLA
	9
	0,9000
	0,0949
	0,1054

	17
	15,0
	FALLA
	8
	0,8000
	0,1265
	0,2231

	18
	17,0
	FALLA
	7
	0,7000
	0,1449
	0,3567

	19
	20,0
	FALLA
	6
	0,6000
	0,1549
	0,5108

	20
	22,0
	FALLA
	5
	0,5000
	0,1581
	0,6931

	21
	23,0
	FALLA
	4
	0,4000
	0,1549
	0,9163

	                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    22
	24,0
	ABANDONO
	3
	0.4000
	0.1549
	0.9163

	23
	28,0
	FALLA
	2
	0,2667
	0,1501
	1,3218

	24
	30,0
	FALLA
	1
	0,1333
	0,1205
	2,0149

	25
	36,0
	ABANDONO
	0
	0.1333
	0.1205
	2.0149


TIEMPO MEDIO = 23,3333   ERROR ESTANDAR = 2,43371
Comparación de Tratamientos

	TRATAMIENTO
	TOTAL
	FALLAN
	ABADONAN
	PROPORCION
ABANDONAN

	A
	15
	13
	2
	0,1333

	B
	10
	8
	2
	0,2000

	Total
	25
	21
	4
	0,1600


Logrank Test

Chi-squared = 0,28815

P-value = 0,591408

Wilcoxon Test

Chi-squared = 0,473684

P-value = 0,491296

Se realizaron los testes Logrank y Wilcoxon  para determinar si hay una diferencia estadística significativa entre las probabilidades de la supervivencia de los 2 tratamientos.  

Puesto que el P-valor más pequeño (0,4912) es mayor o igual 0.05, no hay diferencia estadística significativa entre los tratamientos en el nivel de confianza del 95%.
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	MESES
	8
	8
	10
	12
	12
	13
	9
	12
	15
	20
	30
	30

	CENSURA
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0

	TRATAMIENTO
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	2
	2


Test Peto-Wilcoxon 

TRATAMIENTO   Fallan
Censura 
Total   Suma    Media
TRATA1
1
6
0
6
2.00
.3333

TRATA2
2
4
2
6
-2.00
-.3333

Chi Square = 3.77   DF = 1   Prob>CS = .052135.     0.052135 es  mayor que  0.05

Para el  test Chi-Square test si Prob>CS (0.05), entonces la respuesta a los dos tratamientos no es significativamente diferente
Test Gehans-Wilcoxon 


         Valor   Fallan
Censu
Total
Suma
Media

TRATA1
1
6
0
6
-24.00
-4.0000

TRATA2
2
4
2
6
 24.00  4.0000

Chi Square = 3.77   DF = 1   Prob>CS = .052135.     0.052135 es  mayor que  0.05

Para el  test Chi-Square  si Prob>CS (0.05), entonces la respuesta a los dos tratamientos no es significativamente diferente.

.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
Test Log Rank 

                     Valor   Fallan
Censu
Total
Suma
Media

TRATA1
1
6
0
6
2.83
.4718
TRATA2
2
4
2
6
-2.83
-.4718



Chi Square = 3.89   DF = 1   Prob>CS = .048502.     0.048502 es  menor que  0.05
Para el  test Chi-Square test si Prob<CS (0.05), entonces la respuesta a los dos tratamientos es significativamente diferente.                                                                                                   
Test  Cox-Mantel 

Estadistico
Varianza
Z-Value
Prob>|Z|

-2.8306
1.6037
          -2.2352
           .025406

El test Cox-Mantel se transforma en un test de la normal estándar... 

Si Prob>|Z| es menor que un nivel de significacion prestablecido  (0.05), entonces los resultados obtenidos por los dos tratamientos son significativamente diferentes.

En este caso el valor de la probabilidad es de 0.025406 menor que  0.05, entonces la respuesta a los dos tratamientos es significativamente diferente.
Análisis  de Supervivencia               Multivariante
· Análisis de Supervivencia multivariante

· Modelo de regresión de Cox 

· Modelo de Regresión de Cox

· Modelo de Regresión Exponencial

· Modelo de Regresión Normal
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Los Modelos de Regresión en el Análisis de Supervivencia

Con frecuencia en el campo de  la medicina, la biología o de la ingeniería nos vemos precisados a determinar cuando si o cuando no ciertas variables continúas están correlacionadas con el tiempo de falla o con el tiempo de supervivencia.
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    Para establecer esta correlación se usa un modelo de regresión para el riesgo, o la supervivencia, en función de las variables explicativas, un modelo que permita  estimar el riesgo, o la supervivencia, tomando en cuenta el efecto de otras variables.
En un caso clínico, por ejemplo, la supervivencia a dos tratamientos alternativos puede depender no sólo del tratamiento, sino también de otras variables como la edad, el sexo, o la gravedad de la afección de cada paciente. 
Los modelos  de regresión lineal clásica  son las técnicas comúnmente usadas para determinar  cuando si o cuando no ciertas variables continuas están correlacionadas, sin embargo existen dos razones fundamentales por las cuales las técnicas clásicas de regresión lineal no  pueden ser usadas para establecer la correlación que existe entre el tiempo de vida y las otras variables consideradas:

1. La variable tiempo de supervivencia o de falla no esta normalmente distribuida, esta variable sigue generalmente una distribución exponencial o una distribución de Weibull.
2. Algunas observaciones son registradas en forma incompleta, se presentan algunas  observaciones censuradas.
Por estas razones se han desarrollado modelos especiales de regresión, que puedan determinar la correlación entre los tiempos de supervivencia y algunas variables independientes.
La Función de azar. 

La función de azar es la tasa instantánea de muerte, es la probabilidad de morir en el instante siguiente al tiempo t, dado que se ha vivido al menos hasta el tiempo t., una función de azar constante significa que el riesgo de muerte no                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           varía a lo largo del tiempo y una función decreciente muestra una disminución del riesgo de muerte.
La función de azar y la función de supervivencia están relacionadas matemáticamente, al conocer una de esas funciones se puede deducir matemáticamente la otra.

Las funciones de azar se utilizan  para modelizar los tiempos de supervivencia, y para construir pruebas paramétricas en los estudios de los tiempos de supervivencia.

Los métodos utilizados habitualmente en el estudio de datos de supervivencia son métodos no paramétricos. 
Se quiere comparar la supervivencia a una cierta intervención quirúrgica en 3 hospitales distintos. 

Para ello se sigue en cada hospital a una muestra aleatoria de 

pacientes intervenidos y se obtienen los siguientes tiempos, en meses:

Hosp A: 1, 3, 7, 8*, 12, 12, 15*13

Hosp B: 2, 2, 3, 8, 10, 10, 12*, 15

Hosp C: 1, 1, 3, 7, 10*, 12, 12, 14, 15*
Modelos  de Regresión en los estudios de supervivencia
Se han desarrollado cuatro modelos especiales de regresión para estudiar la correlación entre el tiempo de falla y las variables independientes continuas con datos censurados:

1. Modelo de Regresión de Cox

2. Modelo de Regresión Exponencial

3. Modelo de Regresión Normal

4. Modelo de Regresión Log-Normal

Modelo  de riesgo proporcional de Cox 

De todos los modelos especiales de regresión aplicados al análisis de supervivencia, el Modelo  del Riesgo Proporcional de Cox es el modelo de regresión mas usado, este modelo no requiere suponer la naturaleza o forma de la distribución de los tiempos de supervivencia.

El mode1o asume que la razón de riesgo es una función de las variables independientes y no hace ningún supuesto sobre la naturaleza y forma de la distribución de la función de riesgo por lo que la regresión de Cox se considere  como un método  no paramétrico.

El modelo de riesgo proporcional de Cox  puede ser expresado como:

h {(t),(z1 , z2 ,..,z m)} = h0 (t) exp(b1 z1 +...+bm zm )

donde h{(t),(z1 , z2 ,..,z m)} es el riesgo, dado el valor de los m covariantes para los respectivos casos  (z1, z2, ..., zm) y el respectivo tiempo de supervivencia (t).

 El termino h0 (t) se llama el riesgo básico y es el riesgo para un valor de cero de las variables independientes.

  Se puede  linializar el modelo dividiendo ambos términos entre h0 (t) y luego tomar el logaritmo de ambos lados. 

ln[h{(t),(z...)}/ h0 (t)] = b1z1 +...+bm zm 

Un modelo lineal simple que puede ser fácilmente estimado como un modelo regresión lineal simple.
En este modelo el logaritmo del riesgo relativo es una función lineal de las variables independientes, el riesgo relativo, a diferencia del riesgo propiamente dicho, no depende del tiempo, es constante a lo largo del tiempo y de ahí el nombre de modelo de riesgo proporcional.
El valor i es el logaritmo del riesgo relativo cuando Xi aumenta una unidad, manteniéndose constantes las otras variables, y  exp( i) es el riesgo relativo cuando Xi aumenta una unidad, manteniéndose constantes las demás y  exp( i) es el riesgo relativo cuando Xi aumenta una unidad, manteniéndose constantes las demás.

Modelo de Regresión Exponencial 

En este modelo se asume que la distribución de los tiempos de supervivencia es una distribución exponencial.

La rata de fallas expresada con la distribución exponencial se expresa como: 

S(z) = exp(a+b1 z1 +...+bm zm )

S (z) es el tiempo de supervivencia, a es una constante y los bi los parámetros de la regresión.
El valor del Chi-cuadrado para el test de Bondad de Ajuste se calcula tomando las covarianzas iguales a cero, por lo que si el valor de Chi-cuadrado es significativo, se rechaza la hipótesis nula y se acepta que las variables independientes están relacionadas con los tiempos de supervivencia.

Si se desea examinar la relación entre el tiempo de un evento y un conjunto de variables independientes, se puede utilizar el procedimiento de regresión de Cox. 
Si una de las variables independientes cambia con el tiempo, se puede utilizar el procedimiento de Cox con covariables dependientes del tiempo.
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Regresión de Cox 

La técnica por excelencia en el análisis de Supervivencia multivariante es el modelo de regresión de Cox, también llamado modelo de riesgos proporcionales de Cox, o simplemente modelo de Cox, esta técnica tiene por objeto explicar la posible relación entre una o más variables explicativas (variables independientes) y la variable respuesta tiempo de supervivencia (variable dependiente).
El método de la regresión de Cox se utiliza para estudiar la relación entre el tiempo hasta que ocurre un evento y un conjunto de variables independientes.

                                                                                                                                                               El tiempo hasta que ocurre un evento puede censurarse; es decir, no es necesario  que el evento de interés  ocurra para todos los casos.
· Para identificar el subconjunto de variables independientes relacionados con la variable dependiente se pueden utilizar un procedimiento de  selección de las variables
·  Si no hay censura de la variable dependiente, para determinar la relación entre la variable dependiente y las variables independientes, se usa la  regresión lineal.

· Si no se tiene ninguna variable independiente, para estimar la distribución de supervivencia, se usan los procedimientos de tablas de mortalidad o Kaplan-Meier
Estimación de los coeficientes de regresión
Para estimar los coeficientes por el método de máxima verosimilitud es necesario construir la función de verosimilitud.
El primer y más general método para estimar los coeficientes de regresión cuando se debe a Cox y se basa en la función de verosimilitud parcial.

Algunos  paquetes estadísticos usan la aproximación de Peto que es buena cuando, para cada periodo, el número de eventos es pequeño comparado con los individuos en riesgo.

Teniendo en cuenta que los estimadores lo son por máxima verosimilitud, los contrastes de hipótesis sobre cada coeficiente se hacen usando la prueba de Wald y los contrastes de hipótesis sobre el modelo completo o sobre un conjunto de coeficientes se hacen  con el logaritmo del cociente de verosimilitudes como en la  regresión logística.

Un  intervalo de confianza de (1- )%  para el coeficiente i es:  i  ±  Zi )
En la regresión de Cox los estimadores de la asociación no son los coeficientes i sino los riesgos relativos, por lo tanto los intervalos de confianza que interesan calcular son los de los riesgos relativos. 
Contrastes de hipótesis

Prueba de  Wald

Hipótesis
Ho:  i    =  a
Ha:  i  ≠   a
Estadístico de Prueba

Se determina el valor del Estadístico de Prueba  W = i – a ) /VARi )

W  se distribuye como una Chi-cuadrado con 1 grado de libertad, y por lo tanto la regla de decisión será:
Regla de Decisión

Si  W > 21    o   si    W < 2      Se rechaza Ho

Estimación de los coeficientes y contrastes de hipótesis

Para estimar los coeficientes por el método de máxima verosimilitud es necesario construir la función de verosimilitud.

El primer y más general de los métodos usados  para estimar los coeficientes de regresión cuando se esta aplicando el método de máxima verosimilitud se debe a Cox y se basa en la función de verosimilitud parcial.

Algunos  paquetes estadísticos usan la aproximación de Peto que es buena cuando, para cada periodo, el número de eventos es pequeño comparado con los individuos en riesgo.

Teniendo en cuenta que los estimadores lo son por máxima verosimilitud, los contrastes de hipótesis sobre cada coeficiente se hacen usando la prueba de Wald y los contrastes de hipótesis sobre el modelo completo o sobre un conjunto de coeficientes con el logaritmo del cociente de verosimilitudes c regresión logística).

Es decir y resumiendo un poco, un intervalo de confianza al (1- a)% para el coeficiente ai es:

En regresión de Cox los estimadores de la asociación no son los coeficientes ai sino los riesgos relativos, por lo tanto los intervalos de confianza que interesan calcular son los de los riesgos relativos. Dichos intervalos están dados por:

El estadístico para el contraste:

H0: i = a

H1: i ≠ a siendo a una constante, 
Es y la región crítica: |z| > zo equivalentemente:

que se distribuye como una ji-cuadrado con 1 grado de libertad y, por tanto, la región crítica para el contraste es . A estos contrastes se les denominan contrastes de Wald.

Un contraste que interesa realizar es a1= 0; el que no se pueda rechazar esta hipótesis indica que el riesgo no depende de la variable X.

Estimación de los coeficientes de regresión
Para estimar los coeficientes por el método de máxima verosimilitud es necesario construir la función de verosimilitud.
El primer y más general método para estimar los coeficientes de regresión cuando se debe a Cox y se basa en la función de verosimilitud parcial.

Algunos  paquetes estadísticos usan la aproximación de Peto que es buena cuando, para cada periodo, el número de eventos es pequeño comparado con los individuos en riesgo.

Teniendo en cuenta que los estimadores lo son por máxima verosimilitud, los contrastes de hipótesis sobre cada coeficiente se hacen usando la prueba de Wald y los contrastes de hipótesis sobre el modelo completo o sobre un conjunto de coeficientes se hacen  con el logaritmo del cociente de verosimilitudes como en la  regresión logística.

Un  intervalo de confianza de (1- )%  para el coeficiente i es:  i  ±  Zi )
En la regresión de Cox los estimadores de la asociación no son los coeficientes i sino los riesgos relativos, por lo tanto los intervalos de confianza que interesan calcular son los de los riesgos relativos. 
Contrastes de hipótesis
Prueba de  Wald

Hipótesis
Ho:  i    =  a
Ha:  i  ≠   a
Estadístico de Prueba

Se determina el valor del Estadístico de Prueba  W = i – a ) /VARi )

W  se distribuye como una Chi-cuadrado con 1 grado de libertad, y por lo tanto la regla de decisión será: 
Regla de Decisión

Si  W > 21    o   si    W < 2      Se rechaza Ho

Aplicación de la regresion de Cox

La Regresión de Cox

CASO 1: TERAPIA
En un caso clínico, por ejemplo, la supervivencia a dos tratamientos alternativos puede depender no sólo del tratamiento, sino también de otras variables como la edad, el sexo, o la gravedad de la afección de cada paciente.                                                               
Como un ejemplo de la aplicacion de la regresion de Cox se propone estudiar la relacion entre el tiempo de supervivencia de un  paciente y de cuatro covariables: la edad, el status, los meses de diagnostico  y la terapia.

Se hara un estudio de supervivencia de pacientes usando  una data de la base de datos LUNG CANCER, en ellas se presenta las siguientes variables:

TIEMPO DE VIDA 
Dias de supervivencia.

CENSURA
Indicador de Censura.

STATUS
Estado de avance
MESES
Meses del diagnostico.

EDAD
Edad en años.

TERAPIA
Indicador de Terapia: 0 No, 10 Si.
DATA

	T TVIDA
	CENSURA
	STATUS
	MESES
	EDAD     
	TERAPIA

	72
	1
	60
	7
	69
	0

	411
	1
	70
	5
	64
	10

	228
	1
	60
	3
	38
	0

	126
	1
	60
	9
	63
	10

	118
	1
	70
	11
	65
	10

	10
	1
	20
	5
	49
	0

	82
	1
	40
	10
	69
	10

	110
	1
	80
	29
	68
	0

	314
	1
	50
	18
	43
	0

	100
	0
	70
	6
	70
	0

	42
	1
	60
	4
	81
	0

	8
	1
	40
	58
	63
	10

	144
	1
	30
	4
	63
	0

	25
	0
	80
	9
	52
	10


1-. Modelo Completo

Se presenta la tabla con los resultados estadisticos cuando entran las cuatro variables en el modelo

Para cada variable que interviene en la ecuación se indica el coeficiente, su error estándar y el Chi² que permite calcular el nivel de probabilidad para ese coeficiente.

Tabla de resultados

	Covariables
	B
	SE
	P
	Exp(b)
	95% CI de Exp(b)

	MESES
	0,06
	0,03
	0,05
	1,07
	1,0001 a 1,1377

	EDAD
	0,04
	0,04
	0,26
	1,04
	0,9715 a 1,1146

	TERAPIA
	0,01
	0,07
	0,84
	1,01
	0,8875 a 1,1587

	STATUS
	-0,03
	0,02
	0,11
	0,97
	0,9305 a 1,0072


En esta tabla se comprueba que no existe relación entre la Terapia y  el Status con la Supervivencia, mientras que los valores de probabilidad sí indican una asociación significativa entre la supervivencia y las otras dos variables: Meses desde el Diagnostico y la Edad. Esto queda mejor ilustrado con  una tabla de riesgos relativos con su intervalo de confianza del 95 %

Modelo estimado con la regresion de Cox
Exp( 3.9E-02 + 6.4E-02*MESES -3.2413E-02*STATUS + 1.39E-02*TERAPIA)

2-. Modelo sin la variable Terapia

	Modelo nulo-2Log verosimilitud 
	41,25
	 
	 
	 
	 
	 

	Completo-2 Log verosi..
	   32,64
	 
	 
	 
	 
	 

	Chi-Cuadrado
	8,61
	 
	 
	 
	 
	 

	g.l
	3,00
	 
	 
	 
	 
	 

	Nivel de Significancia                     
	          P = 0,0349
	 
	 
	 
	 

	Tabla de resultados

Covariables

          b

         SE

           P

                Exp(b)

95% CI of Exp(b)

MESES

0,07

0,04

0,05

1,08

1,0015 a 1,1582

STATUS

-0,04

0,02

0,06

0,96

0,9211 a 1,0008

EDAD

0,07

0,04

0,09

1,07

0,9890 a 1,1606


	 
	 
	 
	 


3-. Modelo sin las variables Terapia y Status
	Tiempo de Supervivencia 
	TIEMPO_DE VIDA

	Censura
	CENSURA



	Metodo
	Forward

	Entra la variable si P<
	0,2

	Sale la  variable si P>
	0,4


	Sample size
	14

	Modelo nulo - Log verosimilitud
	41,25375

	Modelo Completo -2 Log verosimilitud 
	36,39505

	Chi-square 
	4,8587

	DF
	2

	 Nivel de Significancia
	P = 0,0881


Coeficientes 
	Covariables
	b
	SE
	P
	Exp(b)
	95% CI of Exp(b)

	EDAD
	0,0453
	0,0345
	0,1893
	1,0464
	0,9782 a 1,1193

	MESES
	0,0568
	0,0290
	0,0506
	1,0584
	1,0001 to 1,1201


	Variables no incluidas

	TERAPIA y STATUS


Modelo Final     Exp(0,0568*Meses + 0,0453*Edad )

La Regresión de Cox

CASO 2: ANTIGUEDAD

Se usara  la Regresión de Cox para determinar la relación que pueda existir entre la antigüedad de los trabajadores activos e inactivos de una empresa con cinco covariables: la edad del trabajador, el departamento al cual pertenece, el tiempo de educación, el sexo y el salario mensual

ANTIGUEDAD              Meses de antigüedad en la  empresa.

CENSURA
                   Indicador de Censura (Activos = 1, Inactivos = 0)

SEXO                              Sexo del Trabajador

DEPARTAMENTO
        Departamento donde labora el Trabajador.

SALARIO
                  Salario Mensual del Trabajador. Miles de Bolivares

EDAD
                  Edad del Trabajador en años.

EDUCACION                Grado  de Educación del Trabajador.

DATA

	CENSURA
	SEXO
	DPTO
	SALAR
	ANTIG
	EDUC
	EDAD
	 
	CENSURA
	SEXO
	DPTO
	SALAR
	ANTIG
	EDUC
	EDAD

	1
	1
	1
	1000
	92
	2
	24
	 
	1
	2
	2
	900
	208
	3
	42

	1
	2
	1
	1200
	195
	2
	40
	 
	0
	2
	2
	1200
	88
	2
	30

	1
	1
	1
	1400
	234
	2
	55
	 
	1
	2
	2
	1300
	98
	4
	29

	0
	1
	1
	900
	75
	3
	25
	 
	1
	1
	2
	1500
	233
	4
	41                                    

	1
	1
	1
	1400
	232
	4
	51
	 
	1
	1
	3
	1900
	254
	4
	50

	1
	2
	1
	900
	295
	5
	50
	 
	0
	1
	3
	1000
	307
	5
	47

	1
	1
	1
	1000
	65
	2
	27
	 
	1
	2
	3
	980
	75
	2
	28

	0
	2
	1
	900
	98
	2
	26
	 
	1
	1
	3
	1800
	122
	1
	28

	0
	1
	1
	1800
	243
	3
	48
	 
	1
	1
	3
	1300
	226
	3
	43

	1
	1
	2
	1100
	178
	1
	28
	 
	1
	2
	3
	1100
	99
	3
	29

	1
	2
	2
	1600
	250
	4
	46
	 
	1
	2
	3
	1100
	210
	4
	39

	1
	1
	2
	1150
	124
	3
	33
	 
	1
	1
	4
	1300
	186
	3
	32

	1
	2
	2
	900
	208
	3
	42
	 
	0
	1
	4
	1400
	130
	4
	35


Se usara el Método de Regresión de Cox  con data censurada para tratar de determinar la existencia de una relación entre la antigüedad de los trabajadores de la empresa con algunas de las covariables y para ello se presentara:

1. Un reporte tabular de la R de Cox (Coeficientes, Modelo y Residual).

2. Un reporte grafico de la regresión de Cox.

3. Las  conclusiones sobre el resultado de la regresión.

VARIABLE:                        ANTIGUEDAD

CENSURA:                          CENSURA

COVARIABLES:

                                              SEXO

                                                  DEPARTAMENTO

                                                  SALARIO

                                                  EDUCACION

                                                   EDAD

Modelo Completo

COVARIABLES:

                                              SEXO

                                                  DEPARTAMENTO

                                                  SALARIO

                                                  EDUCACION

                                                   EDAD

	Valor del
	Parametro
	Error 
Estándar
	Limite

Inferior 95,0%
	Limite

Superior 95,0%

	Parámetro
	Estimación
	
	Conf. Limite
	Conf. Limite

	EDAD
	-0,255778
	0,00750135
	-0,27048
	-0,241075

	EDUCACION
	-0,560848
	0,0592712
	-0,677017
	-0,444678

	SALARIO
	-0,0000759182
	0,000213171
	-0,000493727
	0,000341891

	SEXO
	0,701814
	0,107707
	0,490712
	0,912915

	DEPARTAMENTO
	-0,059534
	0,0567489
	-0,17076
	0,0516919


Log Verosimilitud = -28,4015

Tests de Verosimilitud

	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	EDAD
	15,3129
	1
	0,0001

	EDUCACION
	2,02038
	1
	0,1552

	SALARIO
	0,00505854
	1
	0,9433

	SEXO
	1,35681
	1
	0,2441

	DEPARTAMENTO
	0,027065
	1
	0,8693


La salida muestra el resultado de aplicar la regresión de Cox para describir la relación entre la  ANTIGUEDAD  y 5 variables independientes 

La función de riesgo para una selección de las covariables es:

h(t|x)=h(t|0)*exp(-0,255*EDAD - 0,560*EDUCACION - 0,000075*SALARIO + 0,7018*SEXO - 0,059*DEPARTAMENTO)

La variable SALARIO presenta el mayor valor del  P-value( 0,9433) por lo que para mejorar el modelo, se remueve la variable  SALARIO.
Modelo 2

COVARIABLES:

                                              SEXO

                                                  DEPARTAMENTO

                                                  EDUCACION

                                                   EDAD

	
	
	Standard
	Lower 95,0%
	Upper 95,0%

	Parametro
	Estimado
	Error
	Conf. Limite
	Conf. Limite

	EDAD
	-0,257515
	0,00635992
	-0,26998
	-0,24505

	EDUCACION
	-0,549998
	0,055709
	-0,659186
	-0,440811

	SEXO
	0,708095
	0,100362
	0,511389
	0,9048

	DEPARTAMENTO
	-0,0693051
	0,0519317
	-0,17109
	0,0324792


Log Verosimilitud = -28,404

Tests de Verosimilitud

	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	EDAD
	17,0795
	1
	0,0000

	EDUCACION
	2,28627
	1
	0,1305

	SEXO
	1,42601
	1
	0,2324

	DEPARTAMENTO
	0,043343
	1
	0,8351


La salida muestra el resultado de aplicar la regresión de Cox para describir la relación entre la  ANTIGUEDAD  y 5 variables independientes 

La función de riesgo para una selección de las covariables es:

h(t|x)=h(t|0)*exp(-0,25*EDAD - 0,5499*EDUCACION + 0,708*SEXO - 0,0693*DEPARTAMENTO)

La variable DEPARTAMENTO presenta el mayor valor del  P-value( 0,8351) por lo que para mejorar el modelo, se remueve la variable  DEPARTAMENTO.

Modelo 3

COVARIABLES:   SEXO   EDUCACION   EDAD

	
	
	Standard
	Lower 95,0%
	Upper 95,0%

	Parametro
	Estimado
	Error
	Conf. Limite
	Conf. Limite

	EDAD
	-0,254369
	0,00630838
	-0,266734
	-0,242005

	EDUCACION
	-0,578756
	0,0545075
	-0,685589
	-0,471923

	SEXO
	0,756307
	0,102243
	0,555915
	0,9567


Log Verosimilitud = -28,4257

Tests de Verosimilitud

	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	EDAD
	19,8473
	1
	0,0000

	EDUCACION
	2,97488
	1
	0,0846

	SEXO
	1,86952
	1
	0,1715


La salida muestra el resultado de aplicar la regresión de Cox para describir la relación entre la  ANTIGUEDAD  y 3 variables independientes 

La función de riesgo para una selección de las covariables es:

h(t|x)=h(t|0)*exp(-0,254369*EDAD - 0,578756*EDUCACION + 0,756307*SEXO)

La variable SEXO presenta el mayor valor del  P-value( 0,1715) por lo que para mejorar el modelo, se remueve la variable  SEXO  

Modelo 4

COVARIABLES:

                                                  EDUCACION

                                                   EDAD

	
	
	Standard
	Lower 95,0%
	Upper 95,0%

	Parametro
	Estimado
	Error
	Conf. Limite
	Conf. Limite

	EDAD
	-0,244969
	0,00610982
	-0,256944
	-0,232994

	EDUCACION
	-0,466294
	0,0529003
	-0,569977
	-0,362611


Log Verosimilitud = -29,3605

Tests de Verosimilitud

	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	EDAD
	20,0266
	1
	0,0000

	EDUCACION
	2,1893
	1
	0,1390


La salida muestra el resultado de aplicar la regresión de Cox para describir la relación entre la  ANTIGUEDAD  y 2 variables independientes 

La función de riesgo para una selección de las covariables es:

h(t|x)=h(t|0)*exp(-0,244969*EDAD - 0,466294*EDUCACION)

La variable EDUCACION presenta el mayor valor del  P-value( 0,1390) por lo que para mejorar el modelo, se remueve la variable  EDUCACION.
Modelo Final

COVARIABLES:

                                                   EDAD

	
	
	Standard
	Lower 95,0%
	Upper 95,0%

	Parametro
	Estimado
	Error
	Conf. Limite
	Conf. Limite

	EDAD
	-0,275709
	0,00501396
	-0,285536
	-0,265882


Log Verosimilitud = -30,4551

Tests de Verosimilitud

	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	EDAD
	28,12
	1
	0,0000


La salida muestra el resultado de aplicar la regresión de Cox para describir la relación entre la  ANTIGUEDAD  y 1 variable independiente. 

La función de riesgo para el modelo final  es:

h(t|x)=h(t|0)*exp(-0,275709*EDAD)

log[h{(t),(x..)}/h0 (t)]  =  0,275709*EDAD

4-. Reporte Grafico de la regresión de Cox de antigüedad.

Se presentan las graficas de riesgo, de riesgo acumulado, de la recta ajustada de la  predicción de la antigüedad y la grafica de la probabilidad normal de los residuales del modelo.
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La Regresion Logistica
· La regresion Logistiva

· El  odds ratio (OR) 

· Los resultados de la regresión logística

· Ejemplo de una regresión logística:

· Ejemplos y Aplicaciones
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La regresión logística 

La regresión logística es una herramienta estadística con una gran capacidad para el análisis de datos de la investigación clínica, de la investigación tecnológica,  de la ingeniería y de la epidemiología
La regresión logística se usa para analizar los problemas en los cuales hay una o más variables independientes que determinan un resultado que  se mide con una variable dicótoma que toma   solamente dos  posibles resultados

También puede ser usada para estimar la probabilidad de aparición de cada una de las posibilidades de un suceso con más de dos categorías (politómico).

En la regresión logística, la variable dependiente es binaria o dicótoma, es decir contiene solamente los datos cifrados como 1 (VERDADERO)  o  0 (FALSO).

Esta herramienta  resulta de gran utilidad para establecer el efecto de un grupo de variables, consideradas potencialmente influyentes, sobre la ocurrencia de un determinado proceso.

Esta técnica modela cómo influye en la probabilidad de aparición de un suceso, habitualmente dicotómico, la presencia o no de diversos factores y el valor o nivel de los mismos. Ella precisa el efecto de un grupo de variables, consideradas potencialmente influyentes, sobre la ocurrencia de un determinado proceso.

Si clasificamos el valor de la variable respuesta como 0 cuando no se presenta el suceso y con el valor 1 cuando sí está presente y buscamos cuantificar la posible relación entre la presencia del suceso  y,  un posible factor de riesgo y  si utilizamos cómo variable dependiente la probabilidad p de que ocurra el suceso  y construimos la siguiente función:

Ln(p/1-p)

tenemos una variable  p que puede tomar cualquier valor, por lo que podemos plantearnos el buscar para ella una ecuación de regresión tradicional:

Ln(p/1-p) = a + bX

Y este es el tipo de ecuación que se conoce como modelo logístico, donde el número de factores puede ser más de uno por ejemplo:

Ln(p/1-p) = b1.X1+ b2.X2+ b3.X3 + b4.X4
El odds 

Una  manera, de representar la probabilidad de ocurrencia de un evento es mediante el cociente entre la probabilidad de que ocurra el evento y la probabilidad de que no ocurra, este cociente, se denomina odds  e indica cuanto más probable es la ocurrencia del evento que su no ocurrencia, y es un parámetro de cuantificación de riesgo, 

odds  =  (p/1-p)

donde   p  es  la probabilidad del suceso.

El  odds ratio (OR) es el cociente entre el odds con el factor y el odds sin el factor, el OR  es parecido al riesgo relativo que corresponde al cociente de la probabilidad de que aparezca un suceso cuando el factor está presente dividido por la probabilidad de que aparezca un suceso cuando el factor no está presente 

Si en la ecuación de regresión tenemos un factor dicotómico, el coeficiente b de la ecuación para el factor dicotómico está directamente relacionado con el OR de la presencia o no presencia del factor.

El OR = exp(b) es una medida que cuantifica el riesgo que representa poseer el factor correspondiente respecto a no poseerlo.

 Los resultados de la regresión logística

Los resultados de la regresión logística se presentan en una tabla en la que aparecerá para cada variable el valor del coeficiente; su error estándar; un parámetro, denominado de chi² Wald, que permite contrastar si el coeficiente es significativamente diferente de 0 y el valor de p para ese contraste; así como los odds ratio de cada variable, junto con su intervalo de confianza para el 95 % de seguridad.

Cuando el coeficiente b de la variable es positivo obtendremos un odds ratio mayor que 1 y corresponde por tanto a un factor de riesgo, si b es negativo el odds ratio será menor que 1 y se trata de un factor de protección.

Ejemplo de una regresión logística:
Para estudiar, la asociación entre la hepatitis B y el consumo de alcohol, el consumo de drogas y el ambiente, se dispone de una data hipotética donde  se registra el consumo diario de alcohol en gramos , el consumo de otras drogas como 0: no y 1: sí., 10 ambientes y  0: hepatitis y 1: no hepatitis.

	HEPATITIS
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1

	CONSUMO ALCOHOL
	15
	10
	0
	70
	20
	30
	40
	40
	0
	10
	20
	50
	30
	10
	20
	80
	20
	30
	50
	35
	10
	60
	5
	10
	90
	65
	5
	30
	10
	40

	DROGAS
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	AMBIENTE
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	3
	3
	3
	4
	4
	4
	5
	5
	5
	6
	6
	6
	7
	7
	7
	8
	8
	8
	9
	9
	9
	10
	10
	10


DATA- HEPATITIS

SOLUCION

PASO   UNO
Regresión Logística 

Variable Dependiente:   HEPATITIS

Factores:

CONSUMO ALCOHOL

DROGAS

AMBIENTE

La salida demuestra los resultados de correr un modelo de regresión logística para describir la relación entre HEPATITIS y 3 variables independientes: CONSUMO ALCOHOL,  DROGAS  y     AMBIENTE

Máximo  Verosímil

	Parámetro
	Estimado
	Error
	Odds Ratio

	CONSTANTE
	3,91042
	1,78831
	

	CONSUMO ALCOHOL
	-0,0664747
	0,0321958
	0,935687

	DROGAS
	-4,16478
	1,48639
	0,0155331

	AMBIENTE
	0,0982208
	0,251774
	1,10321


Análisis de Errores

	Fuente
	Errores
	Df
	P-Value

	Modelo
	21,5897
	3
	0,0001

	Residual
	16,6011
	26
	0,9206

	Total (corr.)
	38,1909
	29
	


	n
	30

	MSE
	0,00915563

	MAE
	0,241008

	
	

	ME
	0,0452538


Porcentaje de errores explicado por el modelo = 56,5312

Porcentaje Ajustado = 35,5837

Test de Verosimilitud
	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	CONSUMO ALCOHOL
	6,63749
	1
	0,0100

	DROGAS
	12,8008
	1
	0,0003

	AMBIENTE
	0,153101
	1
	0,6956


La ecuación del modelo es: HEPATITIS = exp(eta)/(1+exp(eta))

donde eta = 3.910 - ALCOHOL 0,06647*CONSUMO - 4,164*DROGAS + 0,09822*AMBIENTE 

El  P-valor para el modelo en el análisis es menor de 0.05, por lo que  hay una relación estadística significativa entre las variables en el nivel de confianza del 95.0%. 

El P-valor para las residuales es mayor o igual 0.05, indicando que el modelo no es perceptiblemente peor que el mejor modelo para estos datos al  95.0% de confianza  o a un nivel de confianza más alto.

El porcentaje del error de HEPATITIS explicado por el modelo es el 56.5312%, esta estadística es similar a la estadística R-Ajustada 

El porcentaje ajustado que  es más conveniente para comparar modelos con diversos números de variables independientes, es del 35.5837%.
 En la determinación de si el modelo puede ser simplificado, se nota que el P-valor más alto para las pruebas de probabilidad es 0.6956, perteneciendo a AMBIENTE.

Por ser  el P-valor mayor o igual a 0.05, ese término no es estadísticamente  significativo a un nivel de confianza de  95.0% o a un nivel de confianza más alto. Por lo tanto, se  debe considerar la eliminación AMBIENTE del modelo

PASO     DOS

Regresión Logística - HEPATITIS

Variable Dependiente: HEPATITIS

Factores:

              CONSUMO ALCOHOL

              DROGAS

La salida muestra los resultados de correr un modelo de regresión logístico para describir la relación entre la HEPATITIS  y las variables independientes: CONSUMO DE ALCOHOL y DROGAS

Máximo  Verosímil

	
	
	Standard
	Estimada

	Parámetro
	Estimados
	Error
	Odds Ratio

	CONSTANTE
	4,26428
	1,57043
	

	CONSUMO ALCOHOL
	-0,0613085
	0,0280866
	0,940533

	DROGAS
	-4,19821
	1,48344
	0,0150225


Análisis de Errores

	Fuente
	Errores
	Df
	P-Value

	Modelo
	21,4366
	2
	0,0000

	Residual
	16,7542
	27
	0,9370

	Total (corr.)
	38,1909
	29
	


Porcentaje de errores explicado por el modelo = 56,1303

Pocentaje Ajustado  = 40,4197

Test de Verosimilitud

	Factor
	Chi-Squared
	Df
	P-Value

	CONSUMO ALCOHOL
	6,79961
	1
	0,0091

	DROGAS
	13,1689
	1
	0,0003


Análisis de Errores

	
	Estimación
	

	N
	30
	

	MSE
	0,00929903
	

	MAE
	0,244613
	

	MAPE
	
	

	ME
	0,042021
	

	MPE
	
	


· El porcentaje de los errores en la HEPATITIS explicada por el modelo con dos factores es del 56.13%, esta estadística es similar a la estadística R-Ajustada

· El porcentaje ajustado, que es más conveniente para comparar modelos con diversos números de variables independientes, es de 40.4197%. 

· Para  determinar  si el modelo puede ser simplificado, se observa que el P-valor más alto para las pruebas de probabilidad es 0.0091, perteneciendo al CONSUMO de ALCOHOL,este P-valor es menor de 0.05 y es un estadístico  significativo a un nivel  del 95.0%. Por lo tanto, no se debe remover ninguna variable del modelo. 

· Porque el P-valor para el modelo en el análisis de la tabla de los errores  es menor de 0.05, hay una relación estadística significativa entre las variables a un nivel de confianza del 95.0%. 

· El  P-valor para las residuales es mayor o igual 0.05, indicando que el modelo no es peor que el mejor de los modelos para estos datos a un nivel de confianza  95.0% o para un nivel de confianza más alto.

· La ecuación del modelo final  es:    HEPATITIS = exp(eta)/(1+exp(eta))

            Donde 
                    eta = 4,26428 - 0,0613085*CONSUMO ALCOHOL - 4,19821*DROGAS

Regresion  logística

CASO: COLISIONES

Se propone aplicar la regresión logística para determinar  la asociación entre el resultado fatal de las colisiones de autos   y la edad del conductor, la velocidad del auto y la aceleración, se dispone de una data hipotética donde  se registra la edad en años, la velocidad , la aceleración y el resultado fatal: 0: fatal y 1: no fatal.

	EDAD
	22
	21
	40
	43
	23
	58
	29
	29
	47
	39
	22
	52
	28
	42
	59
	28
	23
	38
	50
	28

	VELOCIDAD
	50
	49
	50
	50
	51
	51
	51
	51
	51
	51
	50
	51
	50
	50
	51
	41
	61
	41
	61
	41

	ACELERACION
	98
	160
	134
	142
	118
	143
	77
	184
	100
	188
	162
	151
	181
	158
	168
	128
	268
	76
	185
	58

	FATAL
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	EDAD
	45
	49
	24
	65
	63
	26
	60
	47
	59
	26
	31
	47
	41
	25
	50
	53
	62
	23
	27
	19

	VELOCIDAD
	45
	40
	40
	40
	51
	40
	45
	45
	44
	44
	45
	46
	45
	44
	44
	50
	50
	50
	60
	60

	ACELERACION
	94
	77
	101
	82
	169
	82
	83
	103
	104
	139
	128
	138
	102
	90
	88
	128
	136
	108
	176
	191

	FATAL
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0


Paso 0: 

3 factores en el modelo

Dependiente Variable: FATAL

Factores:   VELOCIDAD    EDAD    ACELERACION

La salida demuestra los resultados de caber un modelo de regresión logístico para describir la relación entre variables FATALES y las 3 variables independientes

Máxima Verosimilitud

	
	
	Standard
	

	Parámetro
	Estimado
	Error
	Odds Ratio

	CONSTANT
	-15,0536
	5,29655
	

	VELOCIDAD
	0,146279
	0,11218
	1,15752

	EDAD
	0,170905
	0,0432274
	1,18638

	ACELERACION
	0,0161775
	0,0144943
	1,01631


Análisis de Errores

	Fuente
	Error
	Df
	P-Value

	Modelo
	34,6964
	3
	0,0000

	Residual
	43,9759
	54
	0,8331

	Total (corr.)
	78,6723
	57
	


Porcentaje del error explicado por el modelo = 44,1024

Porcentaje Ajustado  = 33,9336

Test de Verosimilitud

	Factor
	Chi-cuadrado
	Df
	P-Value

	VELOCIDAD
	1,83353
	1
	0,1757

	EDAD
	31,2312
	1
	0,0000

	ACELERACION
	1,3556
	1
	0,2443


Análisis de los Residuales

	
	Estimación
	

	N
	58
	

	MSE
	0,0199214
	

	MAE
	0,327887
	

	ME
	0,0145084
	

	
	
	


	Resumen de la selección de las variables (Variable FATAL):
	 
	
	 

	No. de variables
	Variables
	Variable IN/OUT
	Estado
	-2 Log(Verosimilitud)
	
	 

	3
	EDAD / VELOCIDAD / ACELERACION
	 
	 
	43,976
	
	 

	Pr > LR
	Pr > LR
	Pr > LR
	Pr > LR
	Pr > LR
	
	 

	0,000
	1,000
	2,000
	3,000
	4,000
	
	 

	Coeficientes de ajuste (Variable FATAL):
	 
	 
	
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	
	 

	Estadística
	Independiente
	Completo
	 
	 
	
	 

	Observaciones
	58
	58
	 
	 
	
	 

	Suma de los pesos
	58,000
	58,000
	 
	 
	
	 

	GDL
	57
	54
	 
	 
	
	 

	-2 Log(Verosimilitud)
	78,672
	43,976
	 
	 
	
	 

	R²(McFadden)
	0,000
	0,441
	 
	 
	
	 

	R²(Cox and Snell)
	0,000
	0,450
	 
	 
	
	 

	R²(Nagelkerke)
	0,000
	0,606
	 
	 
	
	 

	AIC
	80,672
	51,976
	 
	 
	
	 

	SBC
	82,733
	60,218
	 
	 
	 
	 

	Iteraciones
	0
	6
	 
	 
	 
	 

	Parámetros del modelo (Variable FATAL):
	 
	 
	 
	 

	Fuente
	Valor
	Desviación típica
	Chi-cuadrado de Wald
	Pr > Chi²
	Wald Límite inf. (95%)
	Wald Límite sup. (95%)

	Intersección
	-15,054
	5,297
	8,077
	0,004
	-25,435
	-4,672

	EDAD
	0,171
	0,043
	15,629
	< 0,0001
	0,086
	0,256

	VELOCIDAD
	0,146
	0,112
	1,700
	0,192
	-0,074
	0,366

	ACELERACION
	0,016
	0,014
	1,246
	0,264
	-0,012
	0,045

	
	
	
	
	

	


La ecuación del modelo es FATAL = exp(eta)/(1+exp(eta))

Donde   eta = -16,9845 + 0,162501*EDAD + 0,233906*VELOCIDAD

SALE LA VARIABLE: ACELERACION

Paso Uno 

Quitando el factor ACELERACION con P-value = 0.244299 

Quedan 2 factores en el modelo

Porcentaje del error explicado el = 42.38%

Porcentaje ajustado el = 34.75% 

La salida muestra los resultados de correr  un modelo de regresión logístico para describir la relación entre variables FATALES y las variables independientes. EDAD  y    VELOCIDAD

Regresión Logística    
Variable Dependiente: FATAL

Covariables    EDAD  y    VELOCIDAD

Máxima Verosimilitud

	
	
	Standard
	Estimado

	Parámetro
	Estimado
	Error
	Odds Ratio

	CONSTANTE
	-16,9845
	5,14861
	

	EDAD
	0,162501
	0,041448
	1,17645

	VELOCIDAD
	0,233906
	0,0862681
	1,26353


Errores

	Fuente
	Error
	Df
	P-Value

	Modelo
	33,3408
	2
	0,0000

	Residual
	45,3315
	55
	0,8206

	Total (corr.)
	78,6723
	57
	


Porcentaje de error explicado por el  modelo = 42,3793

Porcentaje Ajustado = 34,7527

Test de verosimilitud

	Factor
	Chi-cuadrado
	Df
	P-Value

	EDAD
	29,9333
	1
	0,0000

	VELOCIDAD
	10,0497
	1
	0,0015


Análisis de errores
	
	Estimación
	Validación

	N
	58
	

	MSE
	0,0221508
	

	MAE
	0,340955
	

	MAPE
	
	

	ME
	0,00127246
	

	MPE
	
	


	Estadística
	Independiente
	Completo

	Observaciones
	58
	58

	Suma de los pesos
	58,000
	58,000

	GDL
	57
	55

	-2 Log(Verosimilitud)
	78,672
	45,332

	R²(McFadden)
	0,000
	0,424

	R²(Cox and Snell)
	0,000
	0,437

	R²(Nagelkerke)
	0,000
	0,589

	AIC
	80,672
	51,332

	SBC
	82,733
	57,513


	Pr > LR
	Pr > Score
	Pr > Wald
	AIC de Akaike
	SBC de Schwarz

	0,000
	0,000
	0,000
	51,332
	57,513


	Prueba de la hipótesis nula H0: Y=0,586 (Variable FATAL)
	 

	 
	 
	 
	 

	Estadística
	GDL
	Chi-cuadrado ajustado
	Pr > Chi²

	-2 Log(Verosimilitud)
	2
	33,341
	< 0,0001

	Score
	2
	26,346
	< 0,0001

	Wald
	2
	15,859
	0,000


2 factores en el modelo. 

Porcentaje del error  explicado el = 42.38%

Porcentaje ajustado el = 34.75% 

La salida muestra los resultados para un modelo de regresión logístico para describir la relación entre variables FATALES y las 2 variables  independientes.

 La ecuación del modelo es FATAL = exp(eta)/(1+exp(eta))

Donde   eta = -16,9845 + 0,162501*EDAD + 0,233906*VELOCIDAD

 Para un  nivel de confianza del 95.0%. Por ser  el P-valor para el modelo  menor de 0.05, existe una relación estadística significativa entre las variables para un  nivel de confianza del 95.0%. 

.

Como el P-valor para las residuales es mayor o igual que 0.05,  el modelo no es peor que el mejor modelo para estos datos para un  95.0% de confianza  o para un nivel de confianza más alto.

 El porcentaje del error  en FATAL explicado por el modelo iguala el 42.3793%. Esta estadística es similar a la estadística R-Ajustada.

 El porcentaje ajustado, que es el más conveniente para comparar modelos con diversos números de variables independientes, es el 34.7527%.

 En la determinación de si el modelo puede ser simplificado, se nota  que el P-valor más alto para las pruebas de probabilidad es 0.0015, perteneciendo a la covariable VELOCIDAD. 

Por ser el P-valor menor  de 0.05, ese término es estadísticamente  significativo en el nivel de confianza del 95.0%. Por lo tanto, no se debe remover del modelo ninguna otra variable.

La ecuación del modelo final  es FATAL = exp(eta)/(1+exp(eta))

Donde   eta = -16,9845 + 0,162501*EDAD + 0,233906*VELOCIDAD
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Metodología:

El curso se impartirá mediante lección magistral. Los alumnos habrán de resolver

además diversos ejercicios en relación con el contenido del curso.

Evaluación:

El 40% de la calificación provendrá de la evaluación de los ejercicios propuestos. El

60% restante corresponderá a un examen escrito que se realizará al final del curso.

Profesorado:

Jacobo de Uña Álvarez (Universidade de Vigo), Capítulos 1-4.

Ingrid van Keilegom (Université Catholique de Louvain), Capítulos 5-8.

Lugar de impartición: Facultad de CC. Económicas y Empresariales, Universidade de

Vigo.
	bjectivos: Formación en los métodos estadísticos para datos de supervivencia. Formación en la modelización estadística con datos censurados y/o truncados. Formación en software estadístico para el Análisis de Supervivencia.

Metodología: Curso presencial. Clases teóricas + clases prácticas impartidas en aulas de informática (en horario de tarde)


	Requisitos de acceso:

	Titulados o estudiantes de primer o segundo ciclo universitario de Estadística/Medicina/Veterinaria/ Biología/ Farmacia/ Psicología u otras titulaciones afines.
Personal dedicado a la investigación sobre Ciencias de la Vida en la que se requiera análisis estadístico de los datos.


Construcción de un modelo con finalidad predictiva 
3.1 Elección de las potenciales variables a incluir en el modelo

3.2 Proceso de selección de las variables 

3.2.1 Construcción del modelo a partir de todas las posibles ecuaciones 

3.2.2 Selección de variables por pasos 

3.2.3 Interpretación del modelo seleccionado 

3.3 Uso del modelo de Cox para efectuar predicciones 

3.3.1 Índice pronóstico y razón de riesgos

3.3.2 Construcción de una tabla pronóstica de razones de riesgos con SPSS

3.3.3 Estimación de la probabilidad de supervivencia de un sujeto 

3.4 Comprobación de los supuestos de los modelos de regresión de riesgos proporcionales 

3.4.1 Supuesto de proporcionalidad

3.4.2 Supuesto de relación log-lineal 

4 Modelo de riesgos proporcionales con variables dependientes del tiempo
4.1 Presentación 

1. Introducción:
Supervivencia y Fiabilidad. Ejemplos. Planteamiento de problemas. Tipos de datos. Censuras y Truncamiento. Otros conceptos básicos y particularidades. Funciones básicas. Introducción a los distintos modelos de supervivencia. Introducción a la formulación en términos de procesos de conteo.

2. Estimación no paramétrica de la supervivencia: 
Ejemplo. Estimador de Kaplan-Meier. Método actuarial de estimación. Estimador de Nelson-Aalen
Verosimilitud. Intervalos de confianza y bandas confidenciales. Estimadores de otras funciones de interés. 
Formulación con Procesos de conteo.

3. Comparación no paramétrica de curvas de supervivencia:
Test Log-rank. Test de Mantel-Haenszel.Test de Wilcoxon . Otros tests. Test para un diseño estratificado. Datos apareados. Mas de dos grupos. Test de tendencia. Formulación con Procesos de Conteo.

4. Modelos paramétricos de supervivencia:
Descripción de los modelos: exponencial, Weibull, log-normal, Gamma etc. Formulación log-lineal. Métodos de selección: representaciones gráficas y bondad de ajuste. Estimadores de los parámetros.Intervalos de confianza. Contrastes de hipótesis. Comparaciones entre métodos parámetricos y no paramétricos.

5. Modelo de regresión de COX: 
Introducción a los modelos de regresión. Datos y matriz de diseño. El modelo de Cox: Descripción, Interpretación.Verosimilitud parcial. Estimadores, Tests e Intervalos de confianza.Extensiones del modelo de Cox: variables explicativas dependientes del tiempo y modelo estratificado. Selección y diagnóstico I: Residuos. Selección y diagnóstico II: Escala de las variables explicativas y selección. Selección y diagnóstico III :Comprobación de la hipótesis de riesgos proporcionales. Selección y diagnóstico IV: Detección de puntos de influencia y Outliers.

6. Otros modelos de regresión univariantes: 
Introducción. Modelos de tiempo de fallo acelerado paramétricos . Modelos de tiempo de fallo acelerado no paramétricos. Modelos de riesgo aditivo 

7. Introducción a los modelos para datos multivariantes: 
Introducción. Modelos marginales. Modelos con efectos aleatorios ó modelos "Fraitly"

Actividades: 
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